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從教學活動中幫助國小六年級學生
發展數字常識之研究

楊德清
國立嘉義大學數學教育研究所

（投稿日期：民國90年6月7日，修訂日期：91年3月26日，接受日期：91年4月29日）

摘要：臺灣南部二所（A 校與 B 校）公立國民小學各選取 1 個六年級之班級參加
本教學實驗之研究。數字常識紙筆測驗經由 T-考驗結果顯示兩校學生在教學後之
成績皆顯著地優於教學前之表現（p < 0.01）；同時保留測驗之成績亦顯著地優於
教學前之表現（p < 0.01），但教學後與保留測驗不具顯著差異性。此正顯示數字
常識教學具良好之成效，且學生具良好的保留概念，代表此學習是理解的，與有

意義的學習。12 位（每班各 6 位學生）接受訪談學生在教學前之回答少有數字常
識策略呈現，大都傾向於使用傳統算則的方式解決問題或無法解釋，由於解題之

思考模式侷限於公式與計算法則，因此無法有意義的產生結果。然而教學後（B
校低程度學生除外），學生之反應與解釋明顯地呈現了使用數字常識策略的能力，

如比較數字大小之能力，發展運用參考點之能力，或估算之能力等。在本教學實

驗下，學生數字常識能力之成長是明顯的。

關鍵詞：數字大小、估算、參考點、數字常識教學。

壹、前言

近幾年許多先進國家所發表之研究報告均

要求改革學校的數學教育，特別強調對兒童數

字常識（Number sense）能力之發展的關心與
重視（Australian Education Council, 1991;
Cockroft, 1982; Emanuelsson & Johansson, 1996;
Japanese Ministry Education, 1989; National
Council of Teachers of Mathematics, [NCTM],

1989, 2000; National Research Council, 1989）。

他們特別重視學校數學課程中數字常識的教學

和強調學生應發展良好的數字常識。誠如美國

數學教師協會（NCTM, 2000）所發表之「學
校數學課程之原則與標準」（The Principles and
Standards for School Mathematics [PSSM]）中數

與計算標準所強調的「本標準之中心乃在發展

兒童數字常識之能力」(p. 32)。這使得許多國
家將「數字常識」視為 21 世紀數學教育中重
要的教學主題之一，同時設計數字常識教學活

動亦被視為發展小學數學課程之主軸與中心。

我國自民國 82 年起，以根本建構論為基
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礎架構國民小學數學新課程，並自民國 85 年

起逐年以新課程取代舊課程。同時目前正如火

如荼積極進行九年一貫統整課程的大改革，此

亦包括了數學教育教與學之巨變。值此重要之

數學教育改革轉戾點之當兒，代表理解、生活

化與意義化的學習數字之「數字常識」這個主

題卻未曾出現或被討論於新數學課程或九年一

貫數學學習領域中，是值得深思的。同時數學

學習領域之能力指標強調解決問題的能力，主

張數學生活化，其精神與內涵和數字常識之意

義相一致（徐俊仁和楊德清, 2000）。如果我們

欲進行重要且積極之數學教育改革，則數字常

識教學在小學數學教育中應扮演極為重要之角

色，同時亦應思考如何發展良好之數字常識教

學活動以融入國小數學課程中以幫助兒童架構

良好之數字常識。

基於這個動機，本研究之主要目的乃在探

究研究者將設計良好之數字常識教學活動實施

於國小六年級教室對兒童數字常識發展之成效

為何？

貳、文獻探討

一、何謂數字常識？

數字常識並不是一個有限的實體而是一種

複雜且多變化之學習過程，它會隨著經驗得累

積與知識的成長而逐漸發展（Reys, 1994）。數
字常識（楊德清, 1997, 2000b, 2000c; McIntosh,
Reys, & Reys, 1992; Resnick, 1989; Reys & Yang,
1998; Sowder, 1992a, 1992b; Treffers, 1991）可
以解釋為個人對數字、運算、以及數字和運算

所產生之情境的一般性理解與認知，以及能夠

以彈性靈活的方法去使用這種理解和發展有效

的解題策略（包括心算、估算）以處理日常生

活中包含數字和運算之情境的相關問題。

基本上而言，數字常識是一種概念，亦是

多種能力的組合。所謂概念即是對數字與運算

符號之意義的理解，這種理解已儲存於長期記

憶區，當有需要時，便可自動自長期記憶區取

出使用。

Reys（1994）認為數字常識是學習者能夠
將新訊息與先前所獲得的經驗做邏輯性的連

結，而更重要的是，驅使學習者有形成這種連

結的能力。而 McIntosh 等（1992）亦認為具
備比較數字大小的能力便是理解一個數字對應

於其他數字時的對應關係，以及了解該數字本

身所代表的意義之能力，此種能力會伴隨著對

數學的成熟與經驗而發展。事實上，數字常識

包含了運用參考點的能力，比較數字大小的能

力，發展估算、心算的能力，判斷運算結果的

合理性等等。因此數字常識是多種能力的組合

二、數字常識的內涵

“數字常識”對數學課程而言是一個相當新
的名詞，然而它強調理解和有意義的學習在數

學教育的文獻與研究報告中卻是很普遍而常見

的(Altizer-Tuning, 1984; Bezuk & Cramer, 1989;
Brownell, 1935; Burns, 1994; Hiebert, 1984;

Kamii, 1989; 1994; NCTM, 1989,2000; Plunkett,
1979)。雖然從字面上來看數字常識，感覺似
一般常識，當深入地探究其內涵時，卻發現它

是一個複雜的程序包括了數、運算、與數和運

算所產生之情境的多種複雜組合。它的特徵與

組成元素已被許多文獻與研究報告從哲學、心

理、教育、與數學等不同的層面詳細地分析與

探討（楊德清, 2000b; Greeno, 1991; Hiebert, 1989;
Howden, 1989; McIntosh et al., 1999; NCTM,
1989, 2000; Resnick, 1989; Reys et al., 1991;

Sowder, 1992a, 1992b)。這些研究與討論已發展
有用的數字常識理論架構，誠如美國數學教師

協會 PSSM（NCTM, 2000）之陳述「數字常
識—能夠很自然地分解數字，使用特別的數字
如 100 或 1/2當作參考點，運用算術運算間之

關係以解決問題，瞭解十進位數字系統，具估
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計能力，意義化數字，以及認知數字之相對與

絕對的大小」(p. 32)，此已將數字常識的內涵
描述的淋漓盡致了。

三、數字常識的組成成份

基於研究的需要，本研究參考相關之文獻

（楊德清, 2000b, 2000c; McIntosh et al., 1999;
NCTM, 1989, 2000; Sowder, 1992a, 1992b; Yang,
1995）將數字常識的組成成份定義如下：

(一)瞭解數字的基本意義

瞭解數字的基本意義包括：理解數字系統

（整數、分數、小數），它所表的意義以及它

的結構關係，包括十進位系統、數字型態、與

位值觀念。從我們每天必須面對的事物、時間、

金錢、日期等等，乃至宇宙萬象、星象運行、

壽命等皆與數字有關，由此可知數字於我們的

生活中佔有很重要的地位。因此瞭解數字的意

義與能夠彈性地運用數字關係是發展數字常識

之重要基礎（McIntosh, Reys, & Reys, 1992;

Sowder & Schappelle, 1989）。
(二)比較數字大小的能力
認知數字大小的能力包括能夠比較數字

（包含整數、分數、與小數）之大小，例如：

知道
3
2大於

2
1，或能分辨 5.6大於 5.5988；能

夠判斷兩個數字之中哪一個較接近第三個數

字，例如：知道 1
2
較接近 3

10
或

4
3；有能力去

排序數字，能夠由小至大依序排列：0.4899，

5
4，

15
8 ，

18
19，0.91；以及知道兩個數字之間

有無限多的分數或小數的存在，例如：知道

0.83與0.84之間有無限多的小數與分數。
(三)瞭解運算對數字的意義和影響之能力
認知運算對數字的影響即是瞭解運算在不

同的數字系統下（包括整數與有理數）以及不

同情境下所產生之影響。當學生在面臨四則運

算的數學問題時，他必須能對每一特定的問題

情境發展如何去解決問題的策略或方法，到底

是加、減、乘或除的心理表徵。NCTM（1989）
強調，運算的理解涉及到關於兩個數字運算影

響的洞察和直覺。例如，兒童應該可以了解，

當兩個數字相加時，如果每一個數字都超過

50，那麼它們的和一定會比100大。
(四)發展並靈活運用參考點的能力

參考點（Benchmark）乃是指可依賴以作
為檢驗其它數字或解決問題之標準點。例如：

以 1為參考點，知道
18
17小於 1但是很接近 1；

當要求學生估計全校的人數時，兒童能夠發

展適當的參考點，如以本班人數或年級人數

為參考點，進而求出全校學生的人數。

McIntosh, Reys, & Reys (1992)認為：參考點通
常可以被使用於判斷一個答案的大小或者選

擇一個約略數字以便於估算或心算的進行。

(五)發展估算策略，以及能夠判斷運算結
果之合理性

學習數學的主要目的之一乃在解決問題，

因此在不同的情境下，必須決定問題情境需要

的是正確的或大概的答案，並據以選擇適當的

計算工具（如估算或心算），以有效的解決問

題，同時能夠檢驗運算結果的合理性。

四、為什麼幫助兒童發展數字常識之能
力是很重要的？

NCTM（2000）之 PSSM 主張「瞭解數
字和運算，發展數字常識，.. 等等形成小學數
學教育的核心」(p.32)，其重要性益加顯著。
許多著名的研究（楊德清, 2000b; Burn, 1994;
Carpenter et al., 1982; Markovits & Sowder, 1994;
Reys & Yang, 1998; Threadgill-Sowder, 1984）也
證實絕大多數的學生當他們在處理數字問題的

情境時並不瞭解其所做為何？往往是知其然而

不知其所以然？例如，Yang（1995）的研究即
發現當要求學生去找出 534.6 × 0.545＝291357
之小數點的位置時，只有大約11%的6年級學
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生可以找出小數點的正確位置；但是超過 60%

的學生可以使用紙筆計算的方式正確的找出

此複雜的計算題。楊德清（2000b）進一步的
研究訪談 21位小六學生（包括成績最好的學
生），結果發現沒有一位學生可以使用數字

常識的概念以正確的解釋其答案。他們共同

的解釋為「第一個數字（被乘數）有一位小

數，第二個數字（乘數）有三位小數；相乘

的結果有 1＋3＝4位小數，因此 291357的小
數點向左移四位，答案為 29.1357」。對這些
學生而言，數學是一些分割、不連貫的事實

和公式，必須加以記憶和練習。當學生在解

決數字問題時，他們必須背誦一連串的公式

以應付考試。究其原因乃是由於學生為考試

而學習，只知如何運用學校中所學得之標準

計算法則，而非真正的對數字瞭解，即缺乏

數字常識。這些研究更強化了幫助我國兒童

發展數字常識的能力是刻不容緩的。

五、數字常識教學之相關研究

基於此，既然發展數字常識是如此的重

要，哪我們又該如何幫助兒童發展數字常識

呢？Kamii（1994）以建構主義為基礎證實低
年級的學童能夠發展他們自己的策略以解決多

位數整數問題。Warrington 和 Kamii（1998）
發現「當兒童不被教授傳統的算則時，他們的

數字常識和位值的知識是遠優於那些接受傳統

算則教學的兒童」(p. 339)。她們同時認為強調
算則的教學，無法幫助兒童建構分數之四則運

算的概念，而是應該提供兒童開放式的學習情

境，以建構分數與運算之理解。Owens和Super

（1993）主張小數與分數的教學應重視觀念性
知識的獲得，與減少程序性知識的教學。一些

研究計畫（Cobb et al., 1991; Treffers, 1991;
Wright, 1994）也證實了學生在設計良好的教
學活動下比那些接受傳統教學的學生更可能發

展數字常識。一些相關之數字常識教學研究

（Markovits & Sowder, 1994; Yang & Reys,

2001a, 2001b）所進行之教學實驗亦證明可幫
助學生發展數字常識；同時也證實了：在教學

後，學生更能彈性地運用數字常識的特徵，而

且具有長時期的保留成效。基於此，研究者的

研究動機乃在於：是否可設計一些教學活動配

合小六（第十一冊）數學課程強調數字常識，

經由有意義的以及富彈性的方式融入正常的教

學活動中以幫助學生發展數字常識的能力？欲

探討之研究問題如下：

1.教學前、後小六學生數字常識紙筆測驗

之改變情形為何？

2.教學前、後接受訪談學生其數字常識能
力之改變情形為何？

、研究方法

本研究的目的主要在探討研究者所設計之

一系列數字常識教學活動，融入小六之數學課

室中，是否可以提昇國小六年級數字常識之能

力。由於要評估兒童的數字常識能力是否改

變，因此本研究之研究法包括量與質的分析。

首先從量的觀點，以統計法分析全班學生在教

學前、後、與保留測驗之紙筆測驗表現，以分

析學生之改變；進而經由質的研究，以深入探

討受訪學生在教學前、後、與保留訪談之數字

常識能力的改變。以下將分別探討研究過程。

一、數字常識理論組織架構

研究者參考數字常識相關之文獻與研究報

告而發展了一個數字常識之組織架構（楊德清,

2000b, 2000c; Markovits & Sowder, 1994;
McIntosh et al., 1999; NCTM, 1989, 2000; Reys et
al., 1991; Sowder, 1992a, 1992b; Sowder &
Schappelle, 1989)。這個組織架構定義數字常識
的主要組成成份包含5個部分：

◎瞭解數字的基本意義；
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◎比較數字大小的能力；

◎瞭解運算對數字的意義和影響；

◎運用參考點；

◎發展估算策略，以及能夠判斷運算結

果之合理性。

由這5個元素所組成之數字常識組織架構

乃是構成本研究設計數字常識教學活動以幫助

小六學童發展數字常識能力之實驗教學的基

石。雖然數字常識的理論架構尚有爭論，但基

本上已有一共同的共識。本研究所定義之數字

常識組成成份，相當符合數字常識領域專家學

者（Markovits & Sowder, 1994; McIntosh, Reys,
& Reys, 1992; Sowder, 1992a, 1992b）之觀點，
亦與NCTM之課程標準（1989, 2000）對數字
常識之主張相一致。同時研究者亦請數字常識

專家 Reys 教授對本研究之理論基礎與數字常

識教學活動提供建議，並受其肯定與認同。

二、參與研究之樣本

參與本研究之學校分別選自南部二所公立

之小學（A校與 B 校）；A 小學為鄉村型，居

民多以務農及勞工為主，並自六年級學生中選

取一個班級 29 位小六學生（16 位男生和 13
女生）參加本研究。B 校屬大型小學，學童的
家長社經地位差異頗大，包含工、商、農、公

各階層，生活背景與環境迥然不同，文化認知

亦有差異。B 校亦選取一班六年級學生共 41
人（男生20名，女生21名）參加本研究。
研究者依據數字常識前測成績將學生分為

三個等級：上（前 10%，編碼為 HA1,HA2；
HB1,HB2）、中（40%-60%,編碼為MA1,MA2；

MB1,MB2）、下（後 10%,編碼為 LA1, LA2；
LB1,LB2），並自二班各個階層隨機選取二位
學生共 12 位參與本研究之教學前、後、及保
留訪談，以探究其數字常識成長情形。

三、教學活動

研究者根據上述之數字常識理論組織架

構，相關之數字常識教學活動（McIntosh et al.,
1997; Markovits & Sowder, 1994; Reys et al.,
1991）以及配合我國國小數學課程標準所設計
之五個數字常識教學活動單元。第一個單元包

括了小數與分數概念的培養；第二個單元包括

數字大小之認知與理解；第三個單元為參考點

能力的養成；第四個單元為運算對數字的意義

和影響之能力的形成，與第五個單元為估算能

力之培養。

四、教學法與教學流程

本研究之教學法乃運用強調學習過程之過

程導向教學( Fraivillig, 2001; Jarvis & Blank,
1989; Reys et al., 1991)。所謂過程導向教學意
即教師創造課室學習情境與提供具數學價值之

教學活動，以鼓勵學生參與討論、探索、以及

促進思考，以提昇兒童之數字常識能力。此教

學活動所主張之過程：鼓勵兒童以自己的方式

思考以解題，勇於與他人溝通、分享他們的思

考模式與解題方法，同時提倡與鼓勵兒童使用

不同與多種之解題策略（Reys et al., 1991）。
數字常識教學活動實施時間，為每週星期

五上午的第三、四節課。教學時，首先依各單

元之設計佈題，以投影片之方式，將題目投射

在布幕上，研究者將題目複誦一次，並詢問兒

童是否瞭解題意。接著請小朋友分組討論。在

分享成果階段，各組同學均可對問題提出質

疑，由小組報告人回答，研究者並適時引導，

提出進一步的問題，用以釐清兒童的解題方式

及相關的意圖，當問題得到充分的理解後，鼓

勵小朋友提出自己發明的方法，或教師就類似

的問題再佈題檢驗兒童的學習成果。詳細之過

程導向數字常識教學活動進行方式請參考相關

之文章 (Yang, 2002; Yang & Reys, 2001a,
2001b)。教學流程如圖3-1。
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圖 3-1：過程導向之教學活動流程範例

教師佈題：

以提問方式呈現問題

小組討論合作解題

分享討論成果：

傾聽學生的解釋與說明

將討論內容做記錄

將學生的解釋當作引導學習的基

礎同時鼓勵發展多重的表徵方式

鼓勵學生做詳盡的陳述

教師適時的介入引導

再佈題檢驗

寫數學日誌

鼓勵學生發展不同的解題策略

鼓勵兒童下結論

教師總結

鼓勵學生對問題提問

鼓勵同學提問、辯證、與

質疑

不管對錯，對學生的解釋

表示鼓勵

鼓勵學生勇於接受挑戰

鼓勵學生尋求協助

引導學生注意具有相似概念的

問題
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數字常識課程融入過程導向教學之進行方式

問題：下列哪一個分數比較大 
17
16  & 

19
18？

    　 為什麼？請解釋你的理由與原因。分

       組討論，請同學分享心得。

【教師於上課前發工作單】

S：（S11）老師，一定要分出分數的大小嗎？
T：對啊，題目就是請你分出大小啊！
S：不能寫等於嗎？
T：也可以啊，如果你覺得兩個是等於，你就

寫等於啊，哦，不一定是哪一個分數比較

大，也許你覺得這兩個數是相等的，就提

出是相等的理由，來，請討論。

S：（第一組）老師我們已經好了【約莫過了
二分鐘而已，顯然沒有經過充分的討論】

T：你們趕快互相討論一下，不然等一下，你
可能通不過同學對你的質疑哦。

           （分組討論）

T：好，那一組先來說說看，來，第五組
來，現在注意聽哦，你講話就準備扣分囉，你

可以對他的答案提出質疑，但現在不可以講

話。第五組要說說看囉，來。

S：（第五組）我有兩塊蛋糕，體型都是一樣

的啊。

T：有兩塊蛋糕，體型都是一樣的。
S：一個分成17份，一個分成19份
T：沒關係，慢慢說！
S：17份分給 16個人嘛，

S：啊，他們的大小差不多是這樣（以小白板
展示），啊 19份分給 18個人，它們的大
小差不多是這樣（以小白板展示），所以，

我們的嗯嗯 …  . .我的答案是16
17
。

… … …
T：第三組來發表一下。好，第五組請先回去，
好，來，第三組要發表了，好，來，先說

你的答案是哪一個？

S：（第三組）16
17
。

T：16
17
比較大哦，好，來，什麼理由？

S：因為如果同樣一塊地，如果是 1
17
跟 1

19
的

話， 1
19
這樣每一塊會比較小。

T：然後呢？

S：因為18
19
會留下一塊，啊16

17
也留下一塊，

所以16
17
會比較大。

T：好，來，（S11舉手發問）
S：（S11）你們留下的哪一塊有沒有一樣大

啊！

S：（第三組）不一樣大，我前面說過了。
S：（S11）那哪一塊比較大？

T：哪一塊比較大？

教師佈題：以提問方式呈現問題

鼓勵學生對問題提問

小組合作解題，鼓

勵組內討論

請學生將討論內容

作記錄

分享討論成果：鼓勵發表、

傾聽學生的解釋與說明

鼓勵學生做詳盡的陳述

鼓勵同學提問、辯證、與質疑
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S：（第三組） 1
17
比較大？

T：有沒有回答你的問題，好，謝謝你，好，
換哪一組，好，第四組，非常好哦，哇，

第四組最近表現越來越好。

S：（第四組）是等於啊！
T：等於，這兩個分數是相等的哦，來，注意
聽哦，你等一下有問題再問他。

S：因為哦那個16
17
哦16很接近17。

T：16
17
的16很接近17，然後呢？

S：18
19
的18也很接近19。

T：18
19
的18，那個分子 18也很接近 19。

S：所以啊比如啊各加1啊(指分子各加上 1)，
那就兩個都等於 1啊，兩個都等於 1，那
就是一樣啊！

… … …

S：（第一組）我們這一組的答案是18
19
比較

大。

T：好，為什麼呢？

S：因為那個用畫圖表示(以長條圖呈現
17
16 及

   
19
18 )，那個它們都會剩下一份。

T：它們都會剩下一份？對。

S：沒有滿，然後
19
1 跟

17
1 比，

19
1 比較小。

T：對，然後呢？

S：所以
19
18就會比較大。

T：解釋的很清楚喔!各位懂不懂!
… .

T：還有沒有同學有不同的想法要提出來？

S：
19
18比較大。因為 

17
16 + 1

17
=1，18

19
 + 1

19
也等

於 1。那 1
17
比 1

19
大，所以剩下的部份就

會比較小。… … … .

… … …

T：哇![鐘聲響了!]有沒有同學可以幫忙作簡
單的結論？茲茲… … ..。

教師發工作單[下列哪一個分數比較大 16
17

&

18
19
？為什麼？解釋你的理由與原因。分組討

論，請同學分享心得]，並請同學寫數學日誌。

上述之教學活動實錄，為 A 校班級之教學進
行過程。

五、評量工具

評量工具分為紙筆測驗與晤談二類。紙筆

測驗與晤談工具由研究者參考上述之數字常識

組織架構所設計。

紙筆測驗：包括前測、後測、與保留測驗。

每一個測驗重點在探究學生對小數與分數概念

之瞭解，比較數字大小之能力，能使用參考點，

瞭解運算對數字之相對的影響，及發展估算能

力。每個測驗之題目分別為 30題，（數字常識
之五個元素各有 6 個問題），每次測驗之時間

約為 30 分鐘。後測題目題型同前測，然大部
分題目經修正為數字較複雜，例如前測題目

為：

比較 5
6
和 8

9
那一個較大？( 1) 5

6
 (2) 8

9

(3)一樣大 (4)無法比較。

不管對錯，對學生的解釋表示鼓勵

將學生的解釋當作引導學習的基礎同時鼓

勵發展多重的表徵方式

鼓勵兒童下結論、教師總結

再佈題檢驗與寫數學日誌
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表 3-1：教學與評量實施計畫表

日期 筆試測驗 訪談 教學活動

九月 教學前之前測 教學前之訪談 　　　第一個教學單元活動

十月 　　　第二個教學單元活動

十一月 　　　第三個教學單元活動

十二月 　　　第四、五個教學單元活動

一月∼二月 教學後之後測 教學後之訪談 　　　第五個教學單元活動

五月∼六月 保留概念測驗 保留概念訪談

       

後測題目修改為：

比較 8
9
和 10

11
那一個較大？(1) 8

9
 (2) 10

11

(3)一樣大 (4)無法比較。
少部分保留；保留測驗之題目與後測題目相同。

經由SPSS8.0統計分析結果知道，前測重
測信度（Test-Retest reliability）之相關係數
為 .802，已達到 .01的顯著水準；後測重測信

度之相關係數為 .825，亦已達到 .01 的顯著
水準，顯示前、後測的重測信度相當高，穩

定性亦佳。故本測驗具良好之重測信度。同

時，經由 T-Test 結果可知前、後測題目在難
度上相當；亦即前、後測題目不會因為某測

驗過於困難或容易，以致檢測結果失真。

研究者聘請具 10 年左右數學科教學經驗
的六年級教師三位，就前、後測題目的內容逐

題審閱，以瞭解內容是否有超出六年級課程部

份。經這三位小六數學科老師審閱結果，認為

試題內容符合六年級範圍。同時亦請相關的專

家學者檢視本測驗之代表性與周延性，亦獲一

致之認同。故本測驗具內容效度與專家效度。

訪談工具：包括教學前、教學後、與保留

概念訪談。教學前與後（保留訪談之題目與教

學後訪談相同）之訪談題目分別選自前測與後

測題目，並分別自數字常識組成成份各子項目

（比較數字大小、瞭解運算對數字的意義和影

響、運用參考點、與發展估算策略，以及能夠

判斷運算結果之合理性）選取 3個問題，故每
一訪談共包括 12 個問題，主要目的乃希望經

由訪談中深入的瞭解學生對問題之理解程度以

進一步的探究受測學生之數字常識能力之成長

情形。此部分之研究法主要是採用訪談策略以

進行研究，每次訪談時間約需50至60分鐘。
所有訪談皆有錄音，以便日後之轉譯及分析之

用。本研究之教學與評量實施計畫如表3-1。

六、分析

紙筆測驗：前後測，與保留測驗各包括30

題選擇題，若答案對則給1分，錯則0分，沒

有部分分數。故前後測，與保留測驗之滿分各

為30分。

訪談：學生之回答被仔細地分析、檢驗，

然後依對錯分類。每一個正確之答案依其解釋

之方式分為下列三種類別：

*數字常識方法：回答之方法反映數字常

識之元素，如比較數字大小、運用參考點、發

展估算策略、與運算對數字之相對的影響，則

歸類於此。

*傳統算則方法：回答之方式採用傳統計

算之原理，例如使用通分、小數化為分數或分

數化為小數、或者記憶之方式，則歸類於此。

*無法解釋：給予正確的答案，但無法解

釋或解釋為錯誤的則被歸類於此。
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肆、研究結果與討論

表 4-1報告樣本學生之紙筆測驗前測、後
測、與保留測驗之全班總平均數與標準差。表

4-2、表4-3與表 4-4、表 4-5分別呈現A校與
B校之前測、後測，以及前測、保留測驗之 T-

考驗結果，結果顯示後測以及保留測驗之成績

顯著地較前測成績進步（p < 0.01）。此表示學
生在教學後之數字常識能力有顯著的成長。

表 4-6與表 4-7分別呈現後測與保留測驗
之 T-考驗結果，兩者不具顯著差異性。雖然

經過四個月之後進行保留測驗，然而保留成效

相當不錯，學生之成績並沒有顯著降低。此結

果正顯示學生在接受數字常識教學後之保留成

效相當良好，代表學生理解的成份高於記憶背

誦的學習。

表 4-8與表 4-9分別呈現的是 A、B 兩校
受訪學生在教學前、教學後、與保留訪談在回

答數字常識問題之表現情形；          
表 4-10 總結學生回答各數字常識問題在
各組成成份之整體表現情形。

從表 4-8 至表 4-10 的觀察與分析中，獲
得下列七項特點：

＊資料顯示教學前訪談學生傾向於給予錯誤答

案；即使學生給予正確的答案，傳統算則的

方式或者是無法解釋理由，是各階層學生最

常使用之方法。

＊教學前，學生回答訪談問題時，少有數字常

識策略的呈現。例如：12題訪談問題中HA1
只有 2題，HA2, MA2,和 LB2只有 1題是
使用數字常識策略解釋其原因。而 MA1,

LA1, LA2, MB1和 LB1完全沒有呈現數字
常識的能力。

＊教學後，可以發現多數的學生回答訪談問題

時，其理由明顯地反映使用數字常識的方

式。只有B校之 LB1與 LB2並無任何的成

長。究其原因乃該二位學生在班上之學習能

力原本就較差，以至教學對這兩位學生並無

顯著之影響。

＊MA1 數字常識能力並未有顯著成長（4 題
使用數字常識策略），結果顯示傳統算則方

式仍是她的最愛。事實上她的數學成績在該

班是前三名，相當好。由於她的計算能力強，

所以她非常喜歡作計算工作。由於計算速度

快、正確率高，因此她認為傳統計算法則是

最快、最有效率的解題方式。由於傳統算則

深深地影響她對問題的看法，因此欲在短時

間內改變她的學習方式與觀念是不容易的。

＊結果顯示學生在教學後，正確回答率相對地

提高，而且使用傳統算則之方式亦明顯地減

少。顯示學生能夠以理解數字意義的方式發

展策略以解決問題。

＊表 4-10 顯示學生在各數字常識元素之回答

反映了使用數字常識之顯著成長情形。

＊保留測驗之結果顯示學生數字常識的保留成

效相當良好，此正顯示學生學習過程中理解

的成份高於記憶的學習。

為了更深入的瞭解學生在教學前、後解題

能力之改變，以下將經由對照方式詳細的呈現

三位學生（HA2, MA2和LA2）回答訪談問題
的思考模式與解題架構，以分析其數字常識能

力的成長情形。

一、HA2在教學前、後之數字常識策略
運用之改變

HA2在回答教學前訪談問題時只有 1（佔
1/12）題的解釋理由建立在數字常識的基礎
上，5 題採用傳統算則的方式，3 題給予正確

的答案但無法解釋其理由，3 題的答案是錯誤
的。然而在教學後，HA2有 11題運用數字常
識的策略回答問題，只有 1 題是沿用算則方
式。顯見其數字常識能力的精進。以下是選自

HA2 在教學前後精采之訪談實錄，以明顯對

比其教學前、後之差異性：
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表 4-1：樣本A校與B校教學前、後、與保留測驗之數字常識表現

前 測 後 測 保 留 測 驗班級

平均數 標準差 平均數 標準差 平均數 標準差

A校（29人）

B校（41人）

9.6

14.1

3.30

4.61

15.7

17.3

5.33

5.19

15.1

16.9

4.53

4.97

總分為30分

表 4-2：A校學生前測與後測之T-考驗結果

成對變數差異

差異的95%信賴區間平均數 標準差 平均數的
標準誤 下界 上界

  

t 自由度
顯著性
（雙尾）

成對 1  前測－後測 -6.1034 4.9594 .9209 -7.9899 -4.2170 -6.627 28 .000

表 4-3：A校學生前測與保留測驗之T-考驗結果

成對變數差異

差異的95%信賴區間平均數 標準差 平均數的
標準誤 下界 上界

  

t 自由度
顯著性
（雙尾）

成對 1  前測－保留 -5.5517 3.9332 .7304 -7.0479 -4.0556 -7.601 28 .000

表 4-4：B校學生前測與後測之T-考驗結果

成對變數差異

差異的95%信賴區間平均數 標準差 平均數的
標準誤 下界 上界

  

t 自由度
顯著性
（雙尾）

成對 1  前測－後測 -3.1951 4.3372 .6774 -4.5641 -1.8261 -4.717 40 .000

表 4-5：B校學生前測與保留測驗之T-考驗結果

成對樣本檢定

成對變數差異

差異的95%信賴區間平均數 標準差 平均數的
標準誤 下界 上界

  

t 自由度
顯著性
（雙尾）

成對 1  前測－保留 -2.7805 4.4582 .6963 -4.1877 -1.3733 -3.993 40 .000



楊德清244

表 4-6：A校學生後測與保留測驗之T-考驗結果

成對樣本檢定

成對變數差異

差異的95%信賴區間平均數 標準差 平均數的
標準誤 下界 上界

  

t 自由度
顯著性
（雙尾）

成對 1  後測－保留 -.5517 3.7377 .6941 -.8700 -1.9735 -.795 28 .433

表 4-7：B校學生後測與保留測驗之T-考驗結果

成對樣本檢定

成對變數差異

差異的95%信賴區間平均數 標準差 平均數的
標準誤 下界 上界

  

t 自由度
顯著性
（雙尾）

成對 1  後測－保留 -.4146 3.3013 .5156 -.6274 -1.4567 -.804 40 .426

表 4-8：A校受訪學生在教學前、教學後、與保留訪談在回答數字常識問題之表現

HA1 HA2 MA1 MA2 LA1 LA2

教學前訪談

正確答案

　數字常識方法

　傳統算則方法

　無法解釋

不正確的答案

2 (17%)

3 (25%)
1 (8%)
6 (50%)

1 (8%)

5 (42%)
3 (25%)
3 (25%)

0 (0%)

2 (17%)
2 (17%)
8 (66%)

1 (8%)

3 (25%)
4 (33%)
4 (34%)

0 (0%)

2 (17%)
0 (0%)

10 (83%)

0 (0%)

2 (17%)
2 (17%)

8 (66%)

教學後訪談

正確

　數字常識方法

　傳統算則方法

　無法解釋

不正確的答案

11 (92%)

1 (8%)

0 (0%)
0 (0%)

11 (92%)

0 (0%)

1 (8%)
0 (0%)

4 (33%)

5 (42%)

0 (0%)
3 (25%)

9 (75%)

1 (8%)

2 (17%)
0 (0%)

8 (66%)

1 (8%)

1 (9%)
2 (17%)

10 (83%)

2 (17%)

0 (0%)
0 (0%)

保留訪談

正確

　數字常識方法

　傳統算則方法

　無法解釋

不正確的答案

8 (66%)
1 (9%)

0 (0%)
3 (25%)

11 (92%)
0 (0%)

0 (0%)
1 (8%)

4 (33%)
3 (25%)

0 (0%)
5 (42%)

9 (75%)
0 (0%)

2 (17%)

1 (8%)

7 (58%)
1 (8%)

1 (9%)
3 (25%)

8 (66%)
2 (17%)

1 (8%)
1 (9%)

1.教學前訪談與教學後訪談之問題各 12題。

2.表內各子項 之數字代表該生回答12題訪談問題之使用次數。

3.(  )內之百分比代表其所占之比率。
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表 4-9：B校受訪學生在教學前、教學後、與保留訪談在回答數字常識問題之表現

HB1 HB2 MB1 MB2 LB1 LB2

教學前訪談
正確答案
　數字常識方法
　傳統算則方法
　無法解釋
不正確的答案

4 (33%)
6 (50%)
0 (0%)
2 (17%)

6 (33%)
3 (33%)
1 (0%)
2 (34%)

0 (0%)
0 (0%)
5 (41%)
7 (59%)

4 (34%)
4 (33%)
0 (0%)
4 (33%)

0 (0%)
3 (25%)
2 (17%)
7 (58%)

1 (8%)
3 (25%)
1 (8%)
7 (59%)

教學後訪談
正確
　數字常識方法
　傳統算則方法
　無法解釋
不正確的答案

9 (75%)
3 (25%)
0 (0%)
0 (0%)

12 (100%)
0 (0%)
0 (0%)
0 (0%)

6 (50%)
1 (8%)
3 (25%)
2 (17%)

9 (75%)
1 (8%)
0 (0%)
2 (17%)

1 (8%)
0 (0%)
5 (42%)
6 (50%)

 2 (17%)
1 (8%)
1 (8%)
8 (67%)

保留訪談
正確
　數字常識方法
　傳統算則方法
　無法解釋
不正確的答案

8 (67%)
1 (8%)
0 (0%)
3 (25%)

12 (100%)
0 (0%)
0 (0%)
0 (0%)

4 (34%)
2 (16%)
4 (34%)
2 (16%)

10 (84%)
1 (8%)
0 (0%)
1 (8%)

1 (8%)
1 (8%)
5 (42%)
5 (42%)

2 (17%)
1 (8%)
1 (8%)
8 (67%)

表 4-10：受訪學生在教學前、後、與保留訪談各數字常識組成成份之分析

訪談問題 教學前訪談 教學後訪談 保留訪談

比較數字大小（1-3題）
正確
　數字常識方法
　傳統算則方法
　無法解釋
不正確的答案

A校
1
5
2
10

B校
5
6
0
6

A校
17
0
0
1

B校
13
1
3
1

A校
12
1
1
4

B校
12
1
2
3

運用參考點（4-6題）
正確
　數字常識方法
　傳統算則方法
　無法解釋

不正確的答案

0
3
6
9

3
5
3
8

14
1
1
2

8
1
3
6

11
1
2
4

8
1
4
5

估計（7－9週）
正確
　數字常識方法
　傳統算則方法
　無法解釋
不正確的答案

0
4
2
12

2
5
4
7

10
4
2
2

8
3
1
6

11
2
1
4

7
1
2
8

運算對數字之相對影響（10-12題）
正確
　數字常識方法
　傳統算則方法
　無法解釋
不正確的答案

3
5
2
8

5
3
2
8

12
5
1
0

10
1
2
5

13
3
0
2

10
3
2
3

1.表內各子項之數字代表該生回答數字常識各組成成份所使用之次數。
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 (一)比較數字大小能力的改變

教學前依賴通分的方式解題：

** (HA2之教學前訪談 890905)**

R (Researcher)： 5
6

 或 8
9
哪一個較大？

HA2： 5
6
。

R：那又為什麼呢？

HA2：應該是 8
9
。

R： 8
9
？為什麼呢？

HA2：嗯. . .因為那是. . .嗯 ?!應該是一樣大吧？
R：一樣大噢？
HA2：是。
R：為什麼呢？

HA2：因為如果畫出兩個蛋榚，一個分成九
份吃掉八份，另一個畫成六份吃掉五

份，應該是一樣大。

R：應該是一樣大噢？

HA2：對！要不然就是 5
6
大。我沒有主見。

R：你能不能確定？

HA2： 5
6
。

R：你要解釋一下你的理由啊！

HA2：不知道。

很明顯地HA2對比較異分母與分子之分

數大小的比較方式，具明顯的迷思概念。雖然

他瞭解 5
6
可以以畫蛋糕呈現，知道 5

6
將“一個

蛋糕畫成六份吃掉五份”，以及瞭解 8
9
能夠

以“畫出一個蛋榚，一個分成九份吃掉八份”來
表徵，但是卻無法真正的瞭解 5

6
與 8

9
的內涵，

以致於無法以有意義的方式去比較此類分數

的大小。

教學後能夠彈性地比較數字大小而且能夠運

用適當的參考點以回答問題：

** (HA2教學後訪談90/01/15)**

R：如果小明喝了一瓶牛奶的 13
14
，而小英喝

了另一瓶相同大小之牛奶的 9
10
，請問是

誰喝得比較多呢？請解釋你的理由。

HA2：小明喝的比較多。
R：為什麼是小明？請告訴我你的理由？
HA2：畫兩個圓嘛！這個 13

14
差的比較小，這

個 9
10
差的比較大。所以 13

14
比較大。

R：為什麼13
14
差的比較小？

HA2：就是 1－ 13
14
就等於 1

14
啊！因為它分的

比較細，就比較小啊！

R：然後呢？

HA2：1－ 9
10
就等於 1

10
，就比 1

14
還要大啊！

因為它分的比較大，就比較大啊！

在教學後，HA2能夠以有意義的方式比
較分數之大小。解題中他已展現了對分數意義

的理解，也使用了數字常識的策略--能夠以 1

為參考點，瞭解 13
14
和 1

14
，以及 9

10
和 1

10
之互

補性與關係，而不再模糊不清。

(二)發展適當的參考點策略以解題之能力
的改變

教學前必需依賴紙筆計算的方式以求得答案

** (HA2教學前之訪談 89/09/05)**
R：下列哪一個分數的和大於1？

    (1) 2 3
5 7

+   (2) 
9
4

2
1 +   (3)

11
2

8
3 +  (4) 

2
1

7
4 + ？

HA2：[猶豫了一會兒！]嗯 . . .這個我還用猜
的耶。

R：可不可以告訴我你的想法？
HA2：我可不可以使用鉛筆來算？
R：如果不使用鉛筆來算可以求出答案嗎？
HA2：很難算！
R：那你就用筆算算看！
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HA2：H2再A4 紙上寫下如下之計算過程：

　　   
7
3

5
2 + ＝

35
15

35
14 + ＝

35
1514 + ＝

35
29 ,

   　　
9
4

2
1 + ＝

18
8

18
9 + ＝

18
89+ ＝

18
17 ,

   
11
2

8
3 + ＝

88
16

88
33 + ＝

88
1633 + ＝

88
49,

   
2
1

7
4 + ＝

14
7

14
8 + ＝

14
78 + ＝

14
15

所以答案是 
2
1

7
4 + 大於1。

R：有不同的方法嗎？
HA2：沒有！
教學前，HA2 必須依賴傳統算則的計算

方式，依照數學課中所傳授之通分方法，一步

一腳印地執行每一個子項目的計算工作，而無

法從不同的思考角度與有意義的方式發展解題

策略。

教學後能夠發展適當的參考點以解決問題：

** (HA2教學後訪談90/01/15)**
R：下列哪一個分數的和大於1？

    (1)
2
1

9
5 +   (2)

5
2

8
3 +   (3)

8
3

12
5 +   (4)

2
1

7
3 + ？

HA2：第二組之這兩個分數(指
8
3和 

5
2 )都比

2
1

     小，所以他們的和就不會比1大。
R：然後呢？
HA2：第三組也是。

R：可不可以說清楚一點？

HA2：第三組之 
12
5 和 

8
3也都比 

2
1小，所以

      
8
3

12
5 + 不會比1大。然後第四組之這個

      (指 
7
3 )沒有到 

2
1，這個剛好到 

2
1。所

     以它們的和也不會比1大。
R：然後呢？

HA2：然後
9
5超過

2
1 ,所以加上 

2
1，一定會超

     過1。

教學後，HA2能夠參照題目的需求而發
展與運用適當的參考點，而不必須依賴紙筆計

算的方式才能判斷正確的答案。例如 HA2在

解本題時，即能應用
2
1為參考點，迅速地決定

哪一個分數小於或大於
2
1，並據以決定其和

是否超過 1。同時亦可發現 HA2 在回答問題
時充滿了信心以決定答案，而不像教學前之

猶豫不定。

(三)估算能力之成長
教學前習慣依賴算則的方法以決定乘積小數

點的位置

** (HA2教學前之訪談 89/09/05)**
R：小明用計算器求得 534.6 × 0.545 =

291357，但漏掉了小數點的位置，請用估
計的方法幫他找出正確的答案：

   (1)2.91357 (2)29.1357 (3)291.357 (4)2913.57   
   (5)沒有計算無法找出答案
HA2：答案是 29.1357。

R：可不可以請你告訴我為什麼答案是29.1357？
HA2：因為這個數字（指534.6）有1位小數，
而這個數字（指0.545）有 3位。然後 1
＋3 等於 4，所以乘積的結果就有 4 位
小數，因此答案是 29.1357。

R：你為什麼會這麼判斷呢？
HA2：因為以前老師有教過啊！因為是乘法
嘛，乘一乘若是後面有 3 位，這裡有 1
位，加起來就是4位。

R：你有不同的解法嗎？

HA2：[想了一會兒！]嗯！… 不知道！
傳統算則的方式是 HA2 習慣且唯一之解
決問題的方法，事實上並不只有 HA2，對多
數接受傳統教學的學生而言，皆具有如此之迷

思概念。在傳統的數學課室裡，對於小數乘法

之問題，教師與數學教科書往往習慣性地告訴

小朋友：小數乘小數之小數點的位置乃是由被
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乘數小數點的位數加上乘數小數點的位數所決

定。因此當小朋友被要求去決定小數位數時，

他們往往使用背誦公式的方法解決問題，而無

法深入的思考，以這樣的方法所求出之答案到

底有沒有意義或者合不合理？在如此模式的學

習情境下，思考的方向被侷限於算則的藩籬

內，而無法將邏輯思考與推理的向度延伸，實

已失去了數學學習的真意與精神。

教學後能夠發展估算的策略解題與判斷答案

的合理性

** (HA2教學後訪談90/01/15)**
R：小明用計算器求得49.05×6.044=2964582，
但漏掉了小數點的位置，請用估計的方法

幫他找出正確的答案：

  (1)2.964582  (2)29.64582  (3)296.4582    

  (4)2964.582  (5)沒有計算無法找出
HA2：(3)
R：為什麼是 (3)？請說說看你的理由。
HA2：因為49.05大約是50，6.044大約是6，
然後兩個相乘(指 50×6)等於 300。所以

296.4582是較接近的答案。
很明顯地，經過教學後 HA2 能夠運用估
算的策略與選擇適當的參考點以決定答案的合

理性。例如在本題中，HA2即選擇 50當作49.05
之參考點，6 當作 6.044 之參考點，以估計其

值大約為300是合理的。並且知道其他答案(如
29.6458，2964.58等)為不合理的估計值。
綜合上述深入的分析結果，可以發現 HA2

在經歷教學前與教學後之改變，從教學前之無

法運用理解與數字常識的組成成份，至教學後

能夠發展與運用數字常識的元素 —瞭解數字的
基本意義、認知數字大小、發展參考點、以及

發展估算能力，皆顯示教學對他學習的影響與

成長。

二、MA2在教學前、後數字常識能力
之改變

MA2 在教學前訪談幾乎沒有呈現使用數

字常識策略的能力而且她的回答中有超過 60%
的答案是錯誤的或無法解釋理由，顯見其數概

念能力相當的弱。同時在教學前，MA2 的反
應顯現的是表達能力差，談的不多，回答問題

時缺乏信心，而且無法清楚的解釋理由。然而

在教學活動之後，MA2正確地回答 12題訪談
問題，其中有 9題清楚地反映了使用數字常識
策略。雖然 MA2 在估算能力方面並沒有顯著
的成長（2 題估算問題雖給予正確答案，1 題
無法給予正確的解釋，另一題估算問題則是使

用算則的方式）。但整體而言，MA2 之數字常
識能力遠比教學前進步很多，同時由教學後訪

談中可發現，他在回答問題時較充滿自信心，

且解釋原因時亦反映了發展數字常識的策略。

以下是MA2在教學前、後之部分訪談摘要：

(一)判別分數大小能力之改變
教學前對異分母與異分子之分數大小的比

較具迷思概念

** (MA2教學前之訪談89/09/07)**

R：請問你 5
6
和 8

9
那一個比較大呢？

MA2：[沉思片刻！] 5
6
吧！

R: 請解釋你的理由。

MA2：如果我畫圈圈，那麼 5
6
會比較大。

R：可不可以請你再解釋清楚一點。
MA2：我畫圈圈，分6塊，每塊比較大；啊

分9塊，每塊比較小。所以 5
6
比較大。

MA2 很顯然的具有比較異分子與分母之

分數大小概念的迷思。MA2 在比較此類分數
大小時只考慮分母之大小，而忽略了分子的大

小亦不同；無法對分母與分子的關係作觀念性

的連結。此種迷思概念應証了先前的一些相關

研究（楊德清, 2000b; Behr, Wachsmuth, Post, &

Lesh,1984; Kerslake,1986）的研究結果：學生
處理分數時常常傾向於將分子與分母視為分離
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的個體，而忽略了他們的相關性。例如：學生

在比較異分母與異分子之分數時往往將同分母

但異分子的分數之比較方法類推，或者只考慮

分子的大小，而無法同時考慮分子與分母的關

係。

教學後能夠發展比較分數大小以及以 1 為參

考點之能力以回答問題：

**(MA2教學後訪談90/01/20)**
MA2：小明
R：請告訴我為什麼？

MA2：因為他剩下的比較小。
R：怎麼說呢？

MA2：小明喝 13
14
，剩下 1

14
；小英喝 9

10
，

      剩下 1
10
。那個 1

14
比 1

10
小；所以 13

14

     比較大。

教學後，MA2 的邏輯思考很清楚地顯示
他的分數迷思概念已被矯正，而且能夠以 1為
參考點，意義化地轉化為較容易判斷的方式以

決定合理的答案，而不再侷限於通分的方式或

忽略了分子與分母之關聯性。

教學前存在分數稠密性的迷思

** (MA2教學前之訪談89/09/07)**

R：在 3
7
和 4

7
之間有多少個分數？

    (1) 0個  (2) 1個  (3) 9個  (4) 10個
    (5)無限多個。
MA2：0個

R：為什麼？

MA2：[停頓片刻！] 嗯！因為在 3
7
和 4

7
之

     間，我找不到數字。
此種分數稠密性的迷思概念，普遍存在於

許多學生的觀念中（楊德清, 2000b; Markovits &

Sowder, 1994)。

教學後能夠以擴分的方法認知分數的稠密性

** (MA2教學後訪談90/01/20) **

R：在 
11
3和 

11
4之間有多少個分數？

    (1) 0  (2) 1  (3) 9  (4) 10  (5)無限多個
MA2：無限多個。
R：為什麼？請解釋你的理由。

MA2：因為 
11
3和 

11
4可以一直擴分。

R：如何擴分？請舉一些例子告訴我。

MA2：
11
3 可以擴分為 

22
6 ，

11
4 =

22
8 ，這樣裡

      面就有一個 
22
7 。

R：然後呢？
MA2：擴分得越大，裡面的數字就會越多個。
R：可不可以再舉一些例子？

MA2：
11
3 可以擴分為 

110
30 ，

11
4 =

110
40 ，那

       麼
110
31 ，

110
32 ， … … . .，

110
39 就在

11
3

       和，
11
4之間了。

教學後，很明顯的MA2 已經知道兩分數
間存在無限多的分數，而且可以使用不斷擴分

的方法尋找它們之間的分數；同時亦可發現其

在回答問題時信心十足，不像之前的猶豫與不

肯定。

(二)教學前、後發展參考點能力之改變
教學前完全沒有呈現使用參考點的能力

MA2 在回答教學前訪談問題時，使用通
分的方式、錯誤的解釋、或猜測的方式，完全

沒有使用數字常識的策略--參考點的能力呈

現。例如：

** (MA2教學前之訪談90/09/07)**

R：請估計 
9
8  + 

7
6  的答案大約是多少？

(1) 1  (2) 2  (3) 14  (4) 16
(5)沒有計算無法知道答案。

MA2：(3) 14   
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R：為什麼？

MA2：因為8＋6＝14。
R：然後呢？
MA2：嗯！… … [沉默良久！] … … … .. [無法
回答！]

或

R：不需要計算，請估計
16
7

32
21 × 的答案大約

   是多少？

(1)大於 
2
1  (2)等於 

2
1  (3)小於 

2
1  (4)沒有

計算無法知道答案

MA2：(3)小於 
2
1。

R：請解釋你的理由？
MA2：分子比分母小。
R：然後呢？
MA2：… … … … …，[久久無法回答！]，不知
道！用猜的。

雖然對小六的學生而言，數學課室裡已做

了許多異分母分數的加法與分數乘法的問題，

但卻習慣性地使用紙筆算則的方式：通分再計

算分子之和或分母乘分母與分子乘分子以解決

這些問題，卻往往是知其然而不知其所以然。

雖精於計算、熟練公式，卻無法有意義化其學

習的內涵，亦不瞭解所學為何？因此當碰到非

例行性的問題時，往往不知所措（楊德清, 2000a,
2000b; Carpenter, et al., 1982; Reys & Yang,
1998）。MA2 的數學概念即明顯地顯現了這些

問題之癥結所在。

教學後能夠選擇適當的參考點以處理數學問題

** (MA2教學後訪談90/01/20)**

R：請估計 
13
12  + 

16
15  的答案大約是多少？

(1) 1  (2) 2  (3) 14  (4) 16  (5)沒有計算
無法知道答案。

MA2：因為我把
13
12當作 1，因為

13
12接近 1，

      15
16
也很接近1；所以我把它們都當作1

      加起來，就是2。

或

R：不需要計算，請估計 8 19
17 25

× 的答案大約

   是多少？

   (1)大於 1
2

  (2)等於 1
2

  (3)小於 1
2

   (4)有計算無法知道答案

MA2：小於 1
2
。

R：為什麼？說說看。

MA2：真分數乘以真分數會越乘越小。因為

       8
17
沒有超過 1

2
，如果乘以真分數，一

 定不會大於 1
2
。

我們可以發現在教學後MA2很有信心地

而且很肯定地發展且運用 1或 1
2
為參考點以

解決問題；而不再依賴計算法則或猜測的方

式回答問題。MA2 在運用參考點的能力呈現

顯著成長是無庸置疑的。

(三)估算能力的改變
對台灣學生而言，由於我們的教育強調計

算能力與速度，並不重視估算策略的培養，因

此多數的學生的並沒有發展估算的能力，學生

的解題方式無法脫離傳統算則的藩籬；日本的

情況亦是與我們相同（Reys 等, 1991）。MA2
即是一個很明顯的例子，在教學前他必須依賴

計算方式才能決定答案；當缺乏計算工具時，

如陷入迷霧中，不知如何是好？例如：

教學前缺乏估算的能力

** (MA2教學前之訪談90/09/07)**
R：小華用計算器求得400.14 ÷ 85.5 = 468，
但漏掉了小數點的位置，請用估計的方法

幫他找出正確的答案：
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(1) 0.468  (2) 4.68  (3) 46.8  (4) 468

(5)沒有計算無法找出正確的答案
MA2：[微笑！] (5)沒有計算無法找出正確的
答案。

從上述的訪談中可以發現MA2 完全沒有
估算的能力，在缺乏計算工具的當兒，即顯得

無所適從，不知如何是好？

教學後能夠使用估算的策略

** (MA2教學後訪談90/01/20)**
R：小華用計算器求得400.14 ÷ 85.5 = 468，

但漏掉了小數點的位置，請用估計的方法

幫他找出正確的答案：

   (1)0.468(2)4.68  (3)46.8  (4)468
   (5)沒有計算無法找出正確的答案
MA2：第二個。

R：為什麼？
MA2：我把 400.14 當作 400，85.5 當作 85，
嗯400÷85差不多是十以內，所以答案
是(2)4.68吧！

MA2 在教學後回答估算之問題時，已呈

現使用適當估算的策略，在估計之前能選擇適

當的值，以方便於估算的進行，同時能夠判斷

答案的合理性。MA2之估算能力已有成長。

三、LA2在教學前、後數字常識能力之
改變

教學前之訪談 LA2 並沒有呈現數字常識
的能力，而且有超過 60% 的回答是錯誤的，
同時LA2於回答訪談問題時表現出一籌寞展，
常常回答：「我不知道」。然而教學後，LA2的

數字常識能力顯著提升，12 題的訪談問題中
有 10 題使用數字常識的方法回答問題。LA2
的思考、解釋理由的方式比教學前有相當程度

的進步。以下是 LA2 在教學前、後之訪談實
錄摘要：

(一)比較數字大小能力的改變

教學前對分數意義、比較分數大小與稠密性

具迷思概念

** (LA2教學前訪談89/09/06) **

R：請問你 
6
5  和 

9
8  那一個比較大呢？

LA2：
6
5比較大。

R：為什麼呢？
LA2：我覺得要用通分的方法。

R：那你怎麼知道
6
5比較大呢？

LA2：嗯… … … ..，想不出來，[無法回答！]

從 LA2的回答中可以確認 LA2受傳統算
則的侷限，嘗試使用通分的方法、對分數概念

的錯誤認知、或嘗試將分數化為小數，以至於

無法比較分數大小，具分數及分數稠密性之迷

思概念，此與先前的研究（楊德清, 2000b;

Markovits & Sowder, 1994）相似。

教學後已具比較分數大小的能力

** (LA2教學後訪談90/01/17)**

LA2：13
14
較大。

R：為什麼？

LA2：因為1－
14
13等於 

14
1 ，而且1－

10
9 等於

      
10
1 ，

10
1 大於 

14
1 ，所以 

14
13比 

10
9 大。

教學後 LA2 明顯地發展了比較分數大小

之能力，而不再依賴傳統計算法則。LA2在比
較數字大小的能力顯著成長。

(二)參考點能力的改變
教學前依賴計算工具而無法運用參考點的方

式解題

** (LA2教學前訪談89/09/06)**
R：下列哪一個分數的和大於1？

    (1)
7
3

5
2 +   (2)

9
4

2
1 +   (3)

11
2

8
3 +

    (4)
2
1

7
4 + ？
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LA2：我需要用計算的方式，把他們變成同分

母。

R：還有沒有其他判斷的方法？
LA2：不知道！
紙筆計算法則深深的影響了 LA2 的思考
方向與解題模式，在缺乏計算工具的情況下要

求LA2去解決問題，LA2顯現的是缺乏信心，
無所適從。

教學後能夠運用參考點

** (LA2教學後訪談90/01/17)**
R：下列哪一個分數的和大於1？

    (1)
2
1

9
5 +   (2)

5
2

8
3 +   (3)

8
3

12
5 +

    (4)
2
1

7
3 + ？

LA2：第一組。
R：你是用什麼方式這麼快就看出來？

LA2：因為
2
1剛好一半嘛，這個 

9
5已經超過

      一半了啊！
R：超過什麼一半？

LA2：超過 
9
9的一半，

9
5.4 。

從上述的對話中可以發現，LA2 已能夠
發展運用適當參考點（如 1/2 或 1）的能力，
以利於問題的解決。LA2在運用參考點的能力
較以往進步許多。而且 LA2 之前認為分數不

能包含小數，現在則已具備了分數之中亦可有

小數之概念，例如：
9
9的一半，

9
5.4 。雖然

小學教科書中並沒有討論此種概念，但經由

適當的引導亦可幫助兒童從學習中建立新概

念。誠如NCTM（2000）之PSSM所主張「教

師不應該低估兒童的學習能力」(p. 79).
(三)估計能力的成長
教學前不具估算的能力

** (LA2教學前之訪談89/09/06)**
R：小明用計算器，計算器就是計算機，求得

534.6×0.545=291357，但漏掉了小數點的

位置，請用估計的方法幫他找出正確的答

案：

   (1)2.91357 (2)29.1357 (3)291.357 (4)2913.57    
   (5)沒有計算無法找出答案。
LA2：第四個答案（2913.57）。
R：為什麼呢？

LA2：因為算小數前面這裡有1個（534.6），
這裡有3個（0.545），相乘就等於有4個。

R：那你怎麼判斷答案是(4)？
LA2：小數點前面有幾個就幾個數字。
R：你是怎樣知道這個方法的？

LA2: 老師教的啊！五年級的老師教的啊！
LA2 根據傳統計算方法：被乘數及乘數
小數點後面的位數相加，以判斷乘積小數點的

正確位置，但是誤解了判斷小數點的正確位置

(LA2 錯誤的認為小數點的正確位置是從左至

右計數)。很明顯的傳統算則妨礙其自由思考
的模式，同時產生了錯誤的位值概念。

教學後已能彈性地運用估算策略及判斷結果的

合理性

** (LA2教學後訪談90/01/17)**
R：小華用計算器求得400.14 ÷ 85.5 = 468，
但漏掉了小數點的位置，請用估計的方法

幫他找出正確的答案：

(1) 0.468  (2) 4.68  (3) 46.8  (4) 468           

(5)沒有計算無法找出正確的答案
LA2：如果把 400.14 當作 400 就好，85.5 當
作 85。然後因為 85×4，大概就到 400
了啊！所以4.68就是答案了！

或

R：請使用估算的方法，估計 1.39
11
1

60 × 的乘

   積約為下列何數？
(1) 240  (2) 2400  (3) 24000
(4)沒有計算無法找出答案

LA2：第二個，2400。

R：為什麼是2400呢？
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LA2：因為 60×39 就超過 1000 了啊，這一個

答案 (1) 240 太小了啊！啊第三個答案
24000 超過萬也太大了啊！所以這個
2400就是答案了。
從上述的回答中，我們可以很清楚的發現

LA2在教學後已經能夠靈活地運用估算策略的

能力，而且彈性地發展判斷答案合理性的能

力。

由上述教學前、後訪談資料之分析與明顯

之對照，可以發現學生在經由數字常識教學活

動融入數學課室中，同時教師創造良好之學習

情境以提供學生辯證、質疑、提問之機會，並

且鼓勵兒童勇於參與課室討論、溝通、分享解

題經驗，兒童之數字常識能力有顯著的成長。

伍、結論與建議

一、結論

雖然本數字常識教學實驗只持續進行一個

學期，然而學生數字常識能力的成長，數字概

念的蛻變，思考能力的提升卻是顯著的。數字

常識紙筆測驗提供我們瞭解整體學生經過教學

活動後，其對數概念之理解能力的精進；而訪

談更幫助我們去深入的探究學生在教學前、後

之數字常識能力的顯著差異，以及思考與推理

能力之改變。雖然本研究只侷限於二個班級70

位小六學生，廣泛的推論仍須謹慎，然而本研

究結果卻提供我們一些很重要與具教育意義之

啟示與發現：

1.紙筆測驗結果顯示，二班學生在教學
前、後，T-考驗皆有顯著差異性存在(p < 0.01)，

顯示數字常識教學對這些學生有極正面的效

果。而保留測驗結果表示學生之數字常識概念

是有意義的與理解的學習。

2.研究結果顯示接受訪談之A校小六學生
（不論低、中、高）在教後已發展運用數字常

識的策略。例如：教學後學生已經能夠彈性地

運用參考點，如 1或
2
1以處理問題，對分數

的概念具有較深入的理解、能夠以意義化的

方式比較分數之大小，了解運算對數字之相

對的影響，同時發展估算的策略以靈活地解

決問題。本教學實驗之結果與 Markovits 和
Sowder (1994)之研究結果一致，同時支持他
們的論點：“The changes made by students in
electing to use strategies that can be said to reflect

number sense were quite apparent on
postinstructional measures” (p. 22).
對 B 校學生而言，低、中、高程度學童
表現各有不同。中、高程度學生在教學後數字

常識策略之使用亦有顯著之成長；然而低程度

學童則沒有改變。

3.雖然本教學實驗與Markovits 和 Sowder
(1994)之研究結果相呼應，但亦發現有不同的
地方；例如：Markovits 和 Sowder (1994)在教
學活動後發現學生對於分數稠密性之理解程度

較教學前好（亦即教學後大部分的學生知道分

數間具無限多的分數），但當要求學生找出兩

分數之間的分數時，依然有其困難性，他們認

為原因之一可能是由於學生習慣於傳統算則的

方式，嘗試將分數轉化為小數，由於無法除盡

（例如：欲找 2
7
與 3

7
之間的分數，學生往往

習慣於將2
7
化為小數，但由於 2除以 7無法

除進），以致學生產生疑惑與困擾，而不知

如何是好？因此妨礙了他們對分數稠密性的

認知。

然而本研究的結果卻發現我國小六學生在

教學後皆能夠運用擴分的方式，以找出兩分數

間的分數。很特別的是訪談發現小六學生普遍

將分母擴為 10的倍數，例如將 3
7
和 4

7
化為

70
30和

70
40、

700
300和

700
400等等，以決定它們之間

的分數，但沒有小六學生在教學後與國外的
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學生嘗試將分數化為小數之情形發生。

4.研究結果發現教學後之訪談問題 7：
小明用計算器求得 49.05 × 6.044 =

2964582，但漏掉了小數點的位置，請用估計
的方法幫他找出正確的答案：

(1) 2.964582  (2) 29.64582  (3) 296.4582   

(4) 2964.582  (5) 沒有計算無法找出
是所有問題中表現最差的；只有 4 位（HA2,
HB1, HB2, MB2）學生使用數字常識的策略
回答問題[教學前沒有一位學生使用數字常識
策略回答問題]，4 位學生仍然使用算則的方

式，「這個有 2位小數，這個有 3 位小數，所以

共有5位小數，但是5 × 4 = 20嘛，剛好遺漏一個

啊！」雖然不是使用數字常識策略，但是比

教學前較好的地方乃在於會多考慮解題所需

條件。探究其原因，可能是這些學生對此類

之問題已習慣算則方式，因此欲在短期內改

變其思考方式是不容易的。

5.在教學前之訪談，受訪之低、中、高程
度學生皆非常傾向於使用傳統算則的方式回答

問題（約 80%），教學後使用算則之比率約為

(12%)，由於過度的習慣於與紙筆計算的方式，
以致於使他們的思考範疇受侷限，例如：當他

們被要求去估算
13
12  +

16
15或

16
7

32
21 × 之值時，

他們所想到的方法就是利用通分或分子乘分

子與分母乘分母以求解，或者說“這個計算太

複雜了，我需要用筆，否則無法計算”，解題模
式無法脫離算則的巢臼。然而在教學後，受

訪學生已能夠彈性地運用數字常識的策略以

解決問題（約 74%），教學前使用數字常識
策略之比率約為 5%。

6.低（B 校低程度學生例外）與中程度之
學生在教學前，面對非學校所教授之例行性問

題時，往往缺乏信心，不知如何是好？例如：

低與中程度之學生當回答教學前訪談問題時，

常回答：“我不知道”。然而教學後此種說明已
不復見，而且這些學生較願意嘗試去解釋他們

的想法，與訪談者分享他們的解題方法，同時

回答問題時亦較具信心。

7.設計良好之數字常識教學活動對教學成
效之好或壞佔極重要之地位，本教學實驗所設

計之教學單元與傳統之數學強調算則教學之課

程內容是相當不同的。傳統之數學課室重視記

憶原理、背誦數學公式，強調計算能力與速度

之訓練，例如：當比較分數大小或求異分母之

兩分數和時，教科書通常教導學生先通分再比

較分子之大小或通分求分子之和(Markovits &
Sowder, 1994; Sowder, 1992a)。當要求學生去找

出小數點之位置時，教科書通常告訴學生計數

乘數與被乘數之小數點之和，此即為乘積小數

點之位數。許多的研究已證實此種背誦公式，

使用算則之方式對學生之數學學習是無意義

的，而且無助於數字常識之發展(楊德清, 2000b;

Cai, 2001; Kamii, 1994; Markovits & Sodwer,
1994; Reys & Yang, 1998)。本教學實驗所設計
之數字常識教學活動，強調的是有意義的學習

數字概念，經由探索、溝通、辯證、質疑、與

分享解題經驗之互動式學習情境下，教師鼓勵

學生思考，進而幫助兒童發展數字常識的能

力。這是本數字常識教學活動與傳統之教學內

容不同之處。

8.保留概念測驗與訪談結果顯示，學生的
數字常識學習保留成效相當好，此乃緣由於學

生理解學習的內涵，方能使概念持久。

本教學實驗之結果證實在設計良好之數字

常識教學活動與教師創造與鼓勵學生熱衷於探

索、溝通、討論、思考、與勇於分享解題經驗

之課室互動學習情境下，兒童的數字常識能力

能夠被孕育和成長。

二、建議

數字常識已受國際間數學教育界所重視而

且被視為重要的數學主題。長久以來，許多的

研究持續地證實了學校數學若只強調算則與公

式的學習，往往會誤導了數學概念的學習，甚
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至產生許多的迷思概念。特別是台灣學生在國

際間的數學成就測驗往往名列前矛，尤其是計

算能力的優異表現(Gonzales, et al., 2000;
Stevenson, Chen, & Lee, 1993; Stevenson, Lee, &
Stigler, 1986; Stigler, Lee, & Stevenson, 1991)，
然而這些優異的成就並沒有伴隨著數字常識能

力的發展（楊德清, 2000b; Reys, & Yang,
1998)。Cai (2001)的研究發現亦建議我們必須
以更具思考的方式檢定國際間數學成就之差

異，而不是過分的強調國際間的排名。雖然本

研究只是開端，然而顯著的結果卻鼓勵與支持

未來更多的研究。

強烈要求教育改革、教學創新、與課程適

應新潮流的呼聲（包括了數學教育）正如潮水

般奔騰而來，然而 21 世紀強調生活化與有意
義的學習數學之數學教育新主流--數字常識融

入我們的新課程中，是必要的。如果欲讓我國

之數學教育改革更臻完備，則數字常識的教學

應為小學數與計算主題之中心，亦應貫穿整個

小學之數學課程。本研究之結果顯示經由設計

良好之教學活動兒童之數字常識可被逐漸地發

展。同時本研究亦可以鼓勵更多的教師以更有

意義的方式引導學生學習數與計算之精髓，而

不再過度強調傳統算則的教學。研究者希望本

研究能對目前國內正如火如荼進行之教育改革

與數學課程設計有所助益。
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A Study of Sixth Grade Students’ Development of
Number Sense Through Well-Designed Number

Sense Activities

Der-Ching Yang
National Chiayi University

Abstract

Two 6th grade classes from two public schools in south Taiwan participated in this experimental
study. The Posttest and Retention test results revealed that students' number sense performance
significantly improved (p < 0.01) after instruction.  The results of Retention tests also indicated that these

students’ learning was meaningful. Interviews with 12 students revealed that many students did not have
any ideas or tended to use standard written algorithms. Few number sense strategies were found before
instruction. However, after instruction few rule-based methods were found and students' responses

reflected number sense strategies, such as number magnitude, benchmarks, and estimation were
observed..

Key words : Number Magnitude, Benchmark, Estimation, Teaching Number Sense.


