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摘要：在台灣不利於數學建模教學的環境中，透過參與協同行動研究的過程，本文

分析可支撐高中數學教師在既有的上課時間與教材內容中融入數學建模教學活動的

策略，由參與教師的改變評估支撐策略可能的成效，並進一步探討可促進教師反思

的潛在機制。一年半的研究過程中，由一位研究者先以參與的研究者之角色和參與

教師共同討論，設法解決在協同行動研究過程中所面臨的障礙。之後，再由兩位研

究者分別以參與和觀察研究者的角度來詮釋此行動研究的歷程。研究發現參與教師

所顯現的成長，包含對教材設計的考量從課本教材的相關性、問題情境的多元性與

子活動順序的流暢性已逐漸擴充至關心學生既有經驗的聯結性與教材是否引動學生

發展多樣的建模策略；教學方法的使用從主導者、旁觀提示者、經營管理者逐漸展

現有預謀的參與討論者；對學生建模思維的瞭解，也從數學解題的觀點轉化成數學

建模的思維模式。檢視參與教師在各學習脈絡中的成長後，也驗證了提供教材資源

有助於建立參與教師實作的信心，利用一次觀摩其他教師的教學可突破其反思的侷

限，而開放討論數學建模思維的分析模式也激發參與教師設計新的教學活動。此外，

透過「解惑」的觀點來分析參與教師與研究者的互動歷程後，「雙重體驗為憑的交

流」、「同理心的投射」和「不確定感的激發」被認定為促進教師反思成長可能的

潛在機制。本文在實作上可提供師資培育者或教師進行專業發展時一些新的支撐策

略，在理論上則基於「解惑」觀點來探討可促進參與教師反思的潛在機制，此探討

可以讓教育學者更有效地掌握教師專業發展的歷程，也希望未來的研究可以從本文

所探討的潛在機制來擬定適合不同特質教師的支撐策略。
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以模式和建模的觀點來促進數學教學與

學習的發展，是迎向新科技時代培養學生所

需之數學素養的一種必要手段（English, 1999;
Lesh & Doerr, 2003）。曾任 International Con-
gress on Mathematical Instrution 執行祕書的
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Niss（2002）明確指出，建模也是八種主要

的數學素養（competency）之一，這八種數

學素養也被 Organization for Economic Co-
operation and Development（OECD）所推動

的 Programme for International Student Assess-
ment 當成發展試題的架構（OECD, 2003）。
數學建模（mathematical modeling）不同於傳

統的解題只將焦點放在問題的數學表徵化和

數學解答，數學建模將焦點從發現解答改變

為轉換與詮釋情境資訊、辨別潛在的問題、

建立模式、再詮釋數學解答的前提、假設

與可能的偏誤。有關數學應用與建模的重

要議題已引起數學教育界廣泛的回響與探討

（Houston, Blum, Huntley & Neill, 1997; Blum,
2002），而且國際上也有不少成功的數學建

模教學方案，例如：俄國以建模課程作為資

訊科學學習的延伸，並採用教師教導、小組

合作與個別工作循序漸進的教學方式來增強

高中生的跨領域的技能（Henner & Stestakov,
1997）。Ikeda（1997）建議在建模活動中教

師應依照個人的建模教學能力來決定教師所

扮演的角色，其研究結果發現能夠引導學生

注意與討論同儕間不同的數學思維是一個重

要的教學策略。Kaiser 和 Willander（2005）
評估一個提供教師建模教材的創新教學方案

後，發現其有助於改善學生低層次的數學素

養。Lege（2005）比較提供情境題的範例模

式和只提供情境題的兩種教學後，也發現兩

種教學都有助於提昇學生建模能力。

但是，各種教學方案實施上仍需考量情

境脈絡與社會文化的特殊性，因此本研究想

要探討如何將建模的觀點和理念落實在我國

高中數學教育環境的現況中。一般而言，我

們高中數學教育環境對引進建模教學存在諸

多不利的障礙。以下先就教師和學生的既有

經驗、升學考試與現有的數學教材等三方

面，來說明台灣教育環境不利於模式與建模

教學之處。大部分的高中數學教學模式是依

照下列步驟進行：介紹組織完整的單元概

念、示範例題和演算技巧、讓學生練習、學

生儘可能提供自己正確的想法、教師提供便

捷的解題技巧（Lin & Tsao, 1999）；在這樣

的教學環境下，學生習慣於教師必須提供正

確的解答過程，而且師生除了不熟悉數學建

模的教學活動，也可能抱持排斥數學建模的

心態。在一次非正式的調查中，有些中學數

學教師認為只有在已經獲得相關數學概念和

演算後，學生才可以使用數學解決問題。也

有些教師不認同在未習得新的數學知識之

前，學生能夠使用自己的策略來解決涵蓋此

新知識的問題。

為什麼高中數學教學長久以來大都維持

上述的教學模式？考試領導教學的傳統則是

一個重要因素。當教師設計教材與安排教學

時，以及當學生期望學習什麼以及如何學習

時，都以最後在大學聯考獲得高分為第一考

量；如此考量是由於這個成績不僅決定學生

的升學成果也影響教師在學校中的地位，所

以無論是教師或學生都在聯考所產生的各種

壓力下進行數學的教學與學習。因此，許多

得高分的學習方式經常在數學教室裡發生，

例如：強記公式、精熟演算、標準題型的訓

練等等。在升學導向之下，確實很難幫助學

生去欣賞數學並認同學習數學的潛在價值，

而且學習的焦點偏重於數學的演算法則（例

如：等式中移項變號）並非數學的思維方法

（例如：等量公理的思維），也容易產生數

學知識和現實世界脫節的看法。

雖然數學課程的改革已在台灣進行多

時，但高中數學課本仍有不少單元透過計算

和法則的方式來呈現數學概念的意義，例

如：複數、向量、三角函數、機率與統計等

等。教材設計隱藏的基本假設是：學生透過

計算和法則的模仿練習來解決問題後，漸漸



數學建模教學與教師反思機制 519

地就能瞭解這些過程背後的數學意義。並非

讓學生在富有多重意義的脈絡下，經由情境

資訊的解釋、轉換，發展出不同的初始模式

並探討如何使用這些模式來解決問題。在多

數的中學數學教室裡真正執行的課程可說是

符合參考書模式，強調解題的規則，精選例

題和重複的練習（Lin & Tsao, 1999）。另外，

在訪談教過資優班的教師以及參考高中數學

學習成就優異生輔導計畫的資料後，不難發

現其教學內容主要以純數學問題為主，透過

加深加廣的數學內容和多元解法的探討來培

訓數學優秀人才。雖然可以提昇學生的數學

思維和解題能力，但數學世界和現實世界的

連結能力仍有待開發，而此能力的培養也正

是建模教學的重心。

雖然在教學、考試與教材等因素中都面

臨了數學建模教學實作的困境，但有鑒於數

學建模對於培養學生所需數學知能的重要

性，數學建模教與學的探究應該是一個值得

且有待開發的領域。在參與教師同意在其教

學中融入數學建模教學活動下，本文著重於

分析參與教師發展數學建模教學知能的特

性，因而擬定的研究目的如下，有關於學生

的建模思維與學習特性之分析請參閱 Lin 和

Yang（2005）。
(一)在不利於數學建模教學的環境中，發

展必要的支撐策略來協助參與教師進

行建模教學活動並評析策略的成效。

(二)在參與教師實作建模活動教學的過程

中，分析其與研究者的互動歷程，並

從中探討促進參與教師反思的潛在機

制。

文獻探討

本文基於模式與建模的觀點和理念，透

過數學建模活動增加參與教師的經驗來擾動

數學教室的現況。希望在此擾動下，逐漸發

展參與教師的數學建模教學知能。所以，在

文獻探討上主要簡介關於數學建模的概念與

相關議題，與一種促進教師改變與專業發展

的研究觀點。

一、模式與建模

模式是一個有機的系統，這個系統包含

被操作的元素、操作規則、元素或規則間的

相關性，透過這個系統能有效地描述、解釋

或預測某些物件的行為。物件即是被表徵的

對象，物件的來源又可大致分為數學內和數

學外兩種範疇，這個範疇的界限可先以表徵

方式再輔以表徵內容來區分。如果表徵方式

涉及數學符號則可稱之為數學內，但如果不

是數學符號則必須再考量表徵的內容，是否

涉及數學概念；例如：「一個連續遞增的函

數」，雖然它的表徵方式是語言但卻與函數

概念有關，所以仍歸屬於數學內的範疇。將

模式表徵的對象先區分為數學內和數學外的

用意，不在於限制數學建模課程的觸角，而

是是用來強化數學建模課程的特色：藉由既

有的媒介物（內在和外在表徵）來探討現象

（數學內和數學外）的規律。建模是一種透

過瞭解、分析和探索現象來建立模式的過

程，建模除了要找出問題的答案，更重要的

是過程中體驗概念化的瞭解、嘗試表徵化的

資訊處理、詮釋模式和現象間的意義，累積

這些經驗漸漸形成建模過程所需的能力。依

照模式發展的程序來看，完善的建模過程必

須包含模式啟動（model-eliciting）、模式探

究（model-exploring）和模式調整（model-
adapting）的活動（Lesh, Cramer, Doerr, Post, &
Zawojewski, 2003）。模式啟動主要在引起學

生各式各樣的想法，模式探究偏重數學結構

的導入，模式調整則聚焦於統整和應用。建

模過程所產生的模式可區分成不同的層次：
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情境模式（situational model）、特定模式

（model of）、一般化模式（model for）和

形式化模式（formal model），無論哪一種層

次的模式都可形成下一次建模的資源

（Gravemeijer, 1994）。而建模是在某種情境

下，設定某些目的與產生、瞭解、整合或修

改模式的過程。模式的層次與建模的程序可

互相交織成學習與教學脈絡的大架構，而形

成理想的教學序列：模式啟動、模式探究和

模式調整等系列化的建模活動。換句話說，

數學建模導向的數學課程應包含此三個序列

的教學活動。

二、以模式和建模觀點來探討數學解

題、學習和教學的研究

Lesh 和 Lehrer（2003）在描述基於模式

和建模觀點的學生與教師發展一文中指出，

許多研究把模式和建模的觀點視為一個重要

的概念性架構，此想法主要奠基於 Piaget、
Vygotsky 以及美國的實踐主義。Piaget 的理

論讓此觀點認同經驗的數學性解釋具有完形

概念系統的特性，Vygotsky 學派將思維視為

傳遞調節的活動促使此觀點突顯概念性工具

的角色。這工具可能來自於個人的努力，也

可能發生在群體的活動，而這種在個人和群

體間的二重關係也正是美國實踐主義所秉持

的傳統。Lesh 和 Lehrer 在教學設計上，則將

Vygotsky 單維度的 ZPD 擴充至多維度；也就

是說，學生在任何概念上的發展是具有各式

各樣的可能路徑。教學上也不是單方向的接

受既定的思維方式，而是讓學生能夠表達、

檢驗和修正自己的思維方式。當以模式和建

模的觀點來探討學生、教師、課程教材和教

學計畫的互動發展時，主要產生三種相關但

又不同的研究面向：非傳統的解題、在學校

學習的建模活動之設計原則、教師發展知識

與能力的特性。在非傳統解題的研究中，想

要找出新科技時代所需的數學知能，以及找

出在傳統教材和考試中被列為低成就但卻具

有特別能力的學生。在設計建模活動時，想

要發展深層瞭解和高階思考的學習環境，以

及探討製造一般學生也可獲得特別成就的方

法。在教師方面，融入以教室為本位的專業

發展活動，讓教師的教學經驗能夠成為個人

有發展性的學習經驗。無論是非傳統解題、

建模活動的設計原則或是教師發展知識與能

力的特性，都涉及了學生的學習特性與教師

的教學反思。

三、支撐教師改變的策略與教學反思

提及師資培育或教師專業發展，雖然培

養教學知能與促進成長的策略是多元的，但

共同的目標大都包含：更瞭解學生的學習、

能發展順應學生學習特性的有效教學以及持

續追求成長所需的知能與態度（Lin & Cooney,
2001）。已有研究（Fullan & Miles, 1992; Lin &
Cooney, 2001）指出：除了外來的壓力外，

吸引教師願意投入專業發展的主因是，他們

相信此發展能夠真正落實在日常的教學或提

昇其在教師社群中的地位。本研究的參與教

師已經具有想要嘗試數學建模教學的意願，

但如何有效且持續地支撐參與教師的專業發

展？Lin（2003）曾指出支撐教師改變的策略

可區分成透過實作研討（e.g. Lin, 2002; Potari
& Jaworski, 2002）、內容導向（e.g. Heaton &
Mickelson, 2002; van Zoest & Bohl, 2002）或

是資訊科技（e.g. Ponte, Oliveira & Varandas,
2002; Laborde, 2001）等方式。此外，如果從

研究者的觀點切入，則支撐教師成長的策略

也可能就是研究想法、研究過程或是研究發

現（Lin, 2003）。但本研究並非先設定支撐策

略來觀察或檢驗教師的成長，而是從發展教

師建模教學知能的協同行動研究中，考量參

與教師所面臨的困境後再輔以提供教材資



數學建模教學與教師反思機制 521

源、觀摩教學與分析學生思維等支撐策略。

另一方面，為了設定促進專業發展的子

目標與實際行動的策略，我們必須先思考教

師改變的模式為何？究竟是信念先改變還是

教室中的教學先改變？如果採取信念改變先

於實務的改變，那麼師資培育者必須考量哪

些經驗可以充當促使信念改變的證據；如果

採取信念改變之前必須先察覺學生學習表現

的改變，那麼問題就變成哪些證據可以解釋

學生表現的改變。無論採取哪一種立場，「疑

惑（doubt）」（Cooney, 2001）這個概念都十

足重要。如果教師能對於既有的信念或行動

產生疑惑，那原以為理所當然的現象就會受

到動搖，如此有助於促進教師的反思。可是

只懷有疑惑還不足以改變教學現況，仍需將

此疑惑進行高層次的思考，如同理智性層次

的好奇心（Dewey, 1933）。而且 Dewey 反省

思維的五種階段：在他人建議中感覺困惑

（suggestion）、有意圖地詮釋此現象（intel-
lectualization）、澄清問題與目標（the guiding
idea）、發展方案（reasoning）、需要進一步

的觀察和實驗來檢驗（testing），也反映著反

省思維並非天馬行空的亂想，而是一種明確

產生困惑、深入察覺、面對疑難與解決問題

的過程與結果。本研究擬以此「解惑」的理

論觀點，從中探討教師的改變與促進教師反

思的潛在機制。

研究方法

研究者考慮知與行的不一致，也就是說

參與教師即使從文獻上瞭解什麼是建模活

動，並不一定能針對正在教學的單元設計建

模問題，所以剛開始就由研究者先提供相關

的建模問題。而且因既有高中課程進度的限

制，所以只以片面的模式啟動的問題穿插在

不同的數學單元中；但是這些問題不僅是有

情境的資訊，而且希望這些資訊是能啟動學

生多樣的思考方式，以及藉由同儕間的激盪

再進一步調整自己的想法。教學過程中以學

生呈現、修改、評論自己的或他人的想法為

主。另一方面，為了增加參與教師實作的自

主性，以及期待參與教師的教學目標能因為

和研究者的不一致而對教學產生疑惑感，所

以教學前研究者並不主動和參與教師詳細討

論建模問題的教學目標，參與教師是否進行

模式探究或模式調整的活動則依時間的多寡

與教師的融入程度來抉擇。

Burrill（1997）提出好的教學不是使得

學習變得容易，而是要讓學生能夠主動投

入學習。但是，如何讓學生能夠主動投入

學習就有賴於對學生思維特徵的理解。探

討學生的思維不僅有利於用來幫助學生的

學習（e.g., Campbell, 1997; Hiebert & Wearne,
1993; Fennema, Carpenter, Franke, Levi, Jacobs,
& Empson, 1996），也能促進教師對學生認

知與教學的理解（Herman, 1998; Tirosh, Stavy,
& Tsamir, 2001）。因此，本研究希望透過和

參與教師共同分析學生的建模思維來幫助

彼此都能深入理解學生的學習與認知情

形，並藉此來改善數學建模的教材設計與

教學介入。

另外，教師對於教學過程與結果的反思

也是改進教學的必要條件之一（e.g., Brookfield,
1995; Dorward, 2002; Sparks-Langer & Colton,
1991; Schon, 1983）。從解題、教學和學習等

三方面來思考可促進反思實作的策略後，猜

想以提供佈題資源建立教師參與實作的信

心，以觀摩其他教師的建模教學突破教師反

思的侷限，再以擬定建模思維分析模式來激

發教師設計新的教學活動。也就是說，讓促

進教師反思成長的來源不僅是發生在教室的

場域中（教學的部分），也發生在參與研究

的場域中（教材與分析模式的部分），是一



楊凱琳  林福來522

種藉由外在的鷹架來支撐並連結參與教師實

作與反思的歷程。

最後擬以「解惑」理論觀點，即疑惑的

產生與排除即是反思實作的循環歷程，來分

析透過哪些機制可讓參與教師對教學現狀或

自己的信念產生疑惑，並朝向解決問題以排

除疑惑的目標，進而在解惑的過程中促進教

師的專業成長。同時，本研究主張在產生懷

疑之前，還是先豐富參與教師的既有經驗，

有了不同於以往的教學經驗才能真正引爆各

種變化。因此，支撐教師在一般教學中融入

建模教學活動的第一步則是提供教師數學建

模的教材。

一年半的研究過程中，由一位研究者先

以參與的研究者之角色和參與教師共同討

論，設法解決在協同行動研究過程中所面臨

的障礙，再由兩位研究者分別以參與和觀察

研究者的角度來詮釋此行動研究的歷程。一

年半來討論的頻率隨著活動進行的時間不同

而改變，平均約二個星期一次。以下除了簡

介參與教師背景、參與教師和研究者的角色

與互動外，也從教材（佈題）、教學以及建

模思維分析模式等三方面來描述研究的發展

過程。而兩位研究者即分別透過參與及觀察

這些發展過程，來詮釋參與教師成長的現

象。一方面，除了從不同脈絡收集參與教師

在行動或思想上的改變證據，也透過參與研

究者和觀察研究者之間的討論，來增進此詮

釋過程的可靠度；另一方面，除了從不同時

期來描述參與教師的行動與思想以理解此研

究脈絡的特殊性，也透過參與教師的認可或

修定來增進此詮釋結果的有效性。從「解惑」

的理論觀點來對照各脈絡的改變現象，並且

基於認知衝突的學習理論來闡述參與教師與

研究者的互動歷程，進而探討能促進教師反

思的潛在機制。本文以標楷體呈現的部分即

屬於參與教師的意見，學生的反應則以原案

加上編號表示，師生的對話則另以斜體字呈

現。

一、參與教師背景

本研究的參與教師小虎（暱名）具有 7
年的高中教學經驗以及從事 3 年的行政工

作，於參與研究的前一年，因其個人志趣決

定到前幾志願的高中任教，在數學教師甄選

的過程中幾乎都以第一名的成績錄取，最後

決定任教於前三志願的某高中，本研究即以

其任教學校的高一學生作為建模教學的對

象。在幾次的非正式對談中，發現小虎可以

非常清楚地談論個人的教學序列，而且當前

也正熱心地指導幾位準教師準備參加教師甄

試。小虎的教學非常重視學生的成績、家長

的認同與學校的規範，具有可以成為典型名

師的潛力，也是屬於穩定中求新求變的類

型；另一方面，其性格不僅是平易近人，也

喜歡製造冷笑話來呈現個人的幽默感。

當我們邀請小虎共同參與數學建模教學

的協同行動研究時，他表示：入學考試題型

的新趨勢是生活化的應用問題，應該和數學

建模的精神是相互呼應的，所以找時間融入

建模活動和升學考試是互不衝突的。並試著

以當年大學入學考題的分析，希望讓學生明

白此一趨勢進而認同此活動的進行。選擇小

虎最主要的原因有二，一是其本身有多次協

助學生參加各種競賽的經驗，這種解決非例

行性數學問題的經驗應該有助小虎進行建模

活動的教學；二是其對「數學建模」這個名

詞還是不甚熟悉，關於數學建模教與學的部

分更有待初步的探索，這種情況正符合一般

教師對數學建模的認識。

在教學的歷程當中，很少聽到有關於建模

的用語或活動教材，現有的認知就以字義

直接翻譯去想，我認為建模應該是一種建

立模型的數學活動吧，也就是給你一個數
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學問題之後，應如何去設計一種數學問題

上可以使用的模型，也就是將一堆數學資

料轉換成數學的語言，進一步解出這個數

學問題的解。

小虎對於數學課本中所使用的真實情境

提出個人的看法：有些情境就像點綴用的裝

飾品，並不能真正引起學生的學習動機；有

些也不像是真實會發生的，也不需要建模過

程來解題。而且小虎基於過往的教學經驗談

到：有些善長數學的學生反而不喜歡課本中

的這些情境問題，認為這些情境只是透過不

必要的敘述讓簡單的問題看起來更複雜。在

研究初期，小虎表示其教學模式大致上也是

符合 Lin 和 Tsao（1999）所描述的教學步驟，

並認為建模教學的方式可能會使得數學概念

結構更複雜難懂。

我一般在教學上可能比較重視觀念的解說以

及計算技巧的部份說明，通常也是比較直接

就給學生數學的定義或公式，然後教學生如

何使用公式，因此在教學上會比較屬於制式

化的型式，較為強調老師教學，學生聽課的

型式。

二、參與教師和研究者的角色與互動

雖然平等合作的研究關係是理想中的行

動研究模式，但剛開始也只能由研究者主導

研究的進行，而小虎扮演配合研究的角色；

在每次討論的過程中，研究者會試著設計定

不同的目標再轉由小虎負責主導，希望當小

虎覺得具有充足的經驗與信心後，可以表現

出數學建模教學專家的自主性。基於行動科

學研究的理論（如 Argyris, Putnam, & Smith,
1985; Schon, 1983），以小虎所面臨的問題作

為互動的開端，試圖突顯其所面臨的疑惑。

小虎除了實作數學建模教學以及和研究者討

論實作的歷程，研究者也鼓勵小虎質疑與調

整研究者所提供的活動材料。希望能夠從中

發展小虎建模教學的知能。

本研究設計著重於在關鍵性起點（計

畫）與局部性終點（反思）給予小虎支撐，

透過教材的提供來協助小虎設計建模活動，

再由反思建模教學實作來改善建模活動的設

計，以及分析學生的反應來瞭解學生的建模

思維。至於研究者所扮演的觀察角色可區分

為兩種：參與觀察者和監控觀察者。前者與

參與教師共同分析學生的資料、直接參與和

觀察教學實作歷程，而後者則扮演建議如何

排除研究過程困境與詮釋研究歷程成果的角

色。在此雙重互動的架構下，除了和小虎共

同面對教學改革的阻礙，也可以幫助小虎透

過反思實作檢視自己行動中的理論和信念，

作為重新發現問題和修正行動的基礎。如

此，研究者和小虎則能有效地共同編織願

景，在互相激盪與共同學習中達到預期的目

標。

三、協同行動研究的發展過程

本文以佈題、教學與思維分析模式等三

方面來描述本研究的發展過程，此發展過程

並非事先設計而是在協同行動研究進行中不

斷修正與調整的結果。

(一)與設計佈題相關的發展過程
設計數學建模問題的參考資料來源有

Mason, Burton 和 Stacey（1985），Garfunkel,
Godbold, Pollack 和 Bellman 等人（1998），
沈翔、趙小平和康合太（2001），各活動概

述請見附錄一。剛開始探討“什麼樣的數學

問題適合數學建模”時，考量小虎所面臨的

課程進度壓力，以及其所任教學校之高一學

生既有的學習經驗，認為實際教學中難以完

全符合最理想化的數學建模活動序列：模式

啟動的活動、模式探究的活動和模式調整的

活動。因此不以完整的建模過程來設計問

題，而以兩個子過程：由非數學世界到數學
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世界的轉換（例如：物理世界的波形到三角

函數的數學式子或圖形），以及數學世界內

的轉換（例如：三角函數的數學式子與圖形

之間的轉換），先讓學生體驗建模過程的兩

種轉換。接著再以條件充足（尋寶、搬傢俱）

和條件不明（消防局、調查法）等建模問題，

進行具有「從日常生活問題引出數學模式（波

動、消防局、調查法）」、「從數學模式來解

釋情境意義（尋寶、消防局、調查法）」、「轉

換情境結構與數學模式（搬傢俱、消防局、

調查法）」等數學建模特徵的活動。

本文以教師在設計佈題發展過程中所扮

演的角色，將設計佈題區分成接受、調整和

發展三個時期。

1.接受期：由於小虎尚未熟悉建模教學活

動的意涵而且國內也少有數學建模的教

材，在設計佈題方面基本上都是先透過

研究者提供教材以及活動的內容，再由

小虎修正用詞以利於學生的瞭解後就進

行教學。在此情形下小虎觀察模仿的時

間較多。例如：在小虎實作「波動」活

動後，對於多數學生認為此波形無法用

簡單三角函數的組合來表示，所做的反

思如表 1。但是，研究者提供此問題原

有不同的目的，即設定在讓學生產生認

知衝突後，建立一種數學可由少數元素

來生成複雜結果的數學感。事後小虎知

道此預設目標後，仍覺得這樣的方式不

見得可以有效地建立學生此種數學感。

其理由是：

因為既有的課程目標並不需要探討如此複雜

的圖形，所以學生也很少有機會再接觸這樣

的圖形，即使這次學到了大部分也無法再應

用到其他的問題。

在這個時期，小虎在接受教材後即以個

人的認知來進行教學，但並未同時接受研究

者的想法。

2.調整期：在尋寶和搬傢俱的建模活動所

累積的實務經驗下，研究者與小虎深入

討論學生的各種反應下所呈現的理解，

並使用問卷來了解學生的學習成效及對

建模活動的想法。漸漸地，小虎能將這

些心得與體驗應用於下一個活動中。例

如：小虎從一次觀摩其他教師進行「消

防隊設置」活動中，以及討論分析學生

許多不同的想法後，建議將問題調整成

在「電信局機房設置」，小虎的評析請

見表 2：
上面這個例子的提問方式以及提問順

序，主要由小虎的想法來主導，其分析如下：

本問題希望學生了解絕對值函數的基本應

用，除了在問題的呈現上已不同於剛開始

表 1：接受期小虎在建模教學後對問題與學生反應的評析

建模問題 小虎的評析

下列這個波形，你認為可以用三角函數的組合或變換來表示嗎？

x

y

−3π −2π −π 0 π 2π 3π

-2

0

2

這個問題是要讓同學欣賞一些由一個三角

函數的次方變化組合而合（成）的函數所

畫出的圖形，讓其了解光一種三角函數就

有可能產生很複雜的圖形。但可能由於圖

形並無法由觀察看出其任何內涵，所以學

生感覺太難想像。
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如同一般數學課本的方式；此外，問題的

情境也自然融入生活經驗，有機會培養學

生將「情境問題轉換成數學問題」的能力，

而不只是純粹在算數學問題。

表 2：調整期小虎在教學前調整建模問題的想法

建模問題 小虎的想法

如圖表 1 中表新興都市的道路相關位置，黑點位置表示住宅區，黑

線表示道路，若現在要設置一電信局機房然後鋪設電話線路，那麼

應該設在哪？你可以用任何方法（可有圖表、方程式等等），並請

說明你的理由。

                         圖表 1

原本是討論消防隊的設置位置問題，

後來考量到其外在影響因素可能太

多，所以將問題改成為討論設置電信

局機房的問題。

a. 電信局機房的設置位置到各黑點應該滿足什麼條件比較好呢？可

先研究下列圖表，請依據你的方法把電信局機房設置地點找出

來？

例如：圖表 2 和圖表 3

            圖表 1                      圖表 2

提供這些圖表的目的是希望引導學生

由較為簡單的情形，也就是點數較少

的情形開始考量起，而不要一次就看

那麼多個點。

b. 若已經找出電信局機房設置位置，此時再任意加入一個黑點後，

電信局機房位置是否需要再作調整？請說明你的理由。

希望學生藉由縮小問題範圍去思考，

先將變因減少到較少的情形想。

c. 依據你的方法，電信局機房設置的位置是否只有一種？ 希望學生思考其解的是否唯一存在，

或者是否為佳的解。

d. 現在將你的設置位置右移一個單位，請依據你的條件來比較這兩

個位置。

引導學生將一個變因改變，讓其觀察

所發生的變化。

e. 依據你的定義，求出電信局機房到各個黑點的總距離和。 依據學生自己的定義，要求練習檢驗

自己想法的可行性。

f. 若住宅區位置不以黑線交點處來表示，那麼你會遇到何種困難？ 希望學生了解生活問題與數學問題在

基本條件的假設上是有所差異的。
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另外就問題安排的順序，小虎也因考量

到學生思考的方式，而問題的安排則由易到

難。所以先固定幾個變因，再逐步擴展到多

個變數，並要求學生比較明確指出方法中所

使用的數學，或進一步要求驗證此方法的實

用性與正確性。

3.發展期：小虎已從實務經驗的心得與應

用中，逐漸累積設計與實作教材的知能。

一方面反思之前活動執行時所遇到的困

難，來調整下一次的活動；一方面將自

己的創意加入新的活動中，希望未來的

活動更能啟動和支撐學生的學習與創

意。例如：小虎提出在學生學過高中統

計學的基本概念之後，如次數、百分比、

算數平均數、加權平均數、去頭去尾法、

統計圖形、最小平方法求迴歸線等等，

應該讓學生有機會和一般的生活作連

結，了解其應用不只是算算百分比或成

績而已，而希望設計可深入探討統計量

的意義與使用時機的建模活動，現階段

小虎先形成問題討論的內容，至於情境

的融入還有待進一步的設計。此外小虎

參考 Garfunkel 等人（1998）所著的 Mo
deling our world 中第一冊的第一單元選

舉決策後，也加入一些創新的議題，例

如：不只是引導學生探討不同的選舉策

略，也加入思考進行投票時的實務性問

題，以及引導學生思考相同數據的不同

詮釋及其合理性。在這個時期的小虎，

雖然並未真正落實理想的建模活動序

列，但仍顯現出專業自主的特性，不斷

在協調理想的目標和現實的問題中發展

合適的教材。

(二)教師在數學建模教學活動中提問方式
的發展過程

在數學建模教學活動方面，主要以教師

提問的特徵將其提問的問題分為一般性提

問、特定脈絡的提問和啟發性提問。一般性

提問是指未切入主題，只是表面層次的發

問，例如：還沒有其他想法？特定脈絡的提

問是指明確提出和解題過程或檢驗想法相關

的問題，例如：為什麼要轉奇數次才可以轉

回來？啟發性提問是指能促進創新思考或延

伸思考的問題，例如：有沒有可能改變什麼

條件，結果可以轉回來？在剛開始的活動

中，小虎大部分以一般性提問，漸漸累積多

次的經驗和反思調整後，已融入更多啟發性

提問。

1.一般提問為主：小虎反思初期無經驗的

情形下所進行的建模教學，認為由於學

生沒有進行過此類的活動，而且自身也

無相關的實務經驗，所以就偏向是照著

自己預想的劇本演出。只針對教材上的

問題與學生討論，有時介入太多（和預

設教材相關時）有時毫無介入（和預設

教材無關時）。小虎指出這可能讓學生

失去進一步表現的機會，也可能因為太

快接收了教師的結論而失去進一步思考

的動力。此外，小虎也認同自己初期介

入的問題大多屬於一般性的問題，例如：

在波動與尋寶的活動中，他的提問的問

題根本跟主題無關。

(1)有沒有人有意見？

(2)你了解題目的涵義嗎？

(3)為什麼要這樣做？

(4)還有沒有其他想法要提供的？

(5)有沒有同學要補充的更詳細一點的？

2.特定脈絡的提問為主：此方式的特色在

於引導學生反思自己的目標與想法。在

兩次的活動後，學生明顯地更踴躍表達

想法並與同學討論，小虎也漸漸能引導

學生從建模過程中學習和發展相關的知

能。如此，教學過程的互動就更為頻繁，

學生似乎也顯得更有興趣。深入觀察小
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虎的提問情形，也發現其引導的方式比

較能夠針對學生的想法提出明確具體的

問題，例如：在搬傢俱的活動中，他的

提問都跟主題相關。

(1)不能只轉一次到右邊嗎（確認學生瞭

解題意）？

(2)為什麼要轉奇數次？你們只有講，但

我看不出為什麼是奇數次（說理由）？

(3)針對他講的兩個方法，你們有什麼問

題要問的（指明針對兩種方法）？

(4)除了剛剛 1 × 1，那我們變換一下，1 ×
2 呢（將題目具體推廣至 1 × 2）？

3.啟發性的提問為主：漸漸地，學生以及

教師都從中摸索出了一些討論的經驗，

學生表達自己的想法也越來越清楚了，

教師也能從問題討論當中更有效了解學

生的想法與邏輯思考。除了較常與學生

討論他們當下的想法 啓，也提問具有 發

性的問題。例如：在搬家俱、消防局與

調查活動中，他提的問題已具思考的啟

發性。

(1)如果今天這個傢俱真的可以移 2m，

可是移完之後卻往上一格，那怎麼辦?

有沒有解?他只有想到平移，垂直要

不要考慮？

(2)那你那一點是什麼心？如果有15點呢？

(3)他假設他資料可以調得到，確定的。

比如說我可以知道七月份生日的幾

個，這個是不是可以確定？…如果調

查不到呢？

上述只是讓大家理解小虎在教學活動中

提問方式的種類與發展過程，本文並未對此

過程的穩定性或一般性做進一步的檢驗。但

是一般而言，當一個老師從一般的教學情境

之中轉換到需要實施互動式的討論教學情境

時，因顧忌著不熟悉的教學模式與專業知識

的不足而導致缺乏信心的情形下，必然面臨

進退維谷的窘困。小虎反思一路走來在教學

活動中所需克服的障礙有：介入的技巧與廣

納意見的胸懷。

當面對一個建模問題時，老師如何去引導學

生加入討論，或者如何介入學生的討論，討

論到何種程度為止等等，這些都是需要經過

一段相當長的時間去磨練的，否則可能產生

達不到預期的上課效果，因此口才的訓練也

是需要再加強的一環。

……
常常老師是處於一個高高在上的姿態，或是

真理的代表，老師對於一個與自己想法相佐

的學生是否能放下己見專心的接納學生怪異

想法或天真的意見，這是一個急需訓練的課

題，因要了解別人不成熟的想法也是需要花

費相當多的時間的，甚至再加以整理挑出其

中的精華來轉述給其他學生了解也是需要相

當的功力養成。

(三)建模思維分析模式的發展過程
分析數學建模思維即始於整合啟動創意

的數學思維以及理論上的數學建模過程這兩

個維度，再透過分析學生的實作成果來發展

與修改此初始架構。由於完整的數學建模過

程中，必定面臨幾個重要的問題：什麼是現

實問題中的關鍵元素和關係？可以造出哪些

適合現實問題的數學模型？此數學模型如何

求解？如何縮短數學模型和現實問題的差

距？從這些重要的問題中，我們先抽取重要

的數學思維：透過具體化來瞭解和解釋情

境、透過抽象化來找到關鍵的元素和關係、

透過表徵化轉換成數學問題、透過一般化和

特殊化來縮短數學和現實間的差異；而且，

表徵化、一般化、特殊化和抽象化等等也正

是創造數學過程中所需的四種思維（Dreyfus,
1990）。除了理論上數學建模的四種子歷程：

形成問題和建立模式、數學化此模式、求此

數學問題的解、詮釋解答和現實作比較，我
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們也預設學生可能會提出推廣應用的問題。

綜合各種數學思維和建模歷程後，透過不同

活動、不同觀察者的三角校正，漸漸形成一

套既可用來質化數學建模思維特徵也可用來

量化數學建模思維品質的分析模式。形成分

析模式的步驟包含：

1.建立初始架構：以數學建模過程和啟動

創意的數學思維等兩個維度來分析。

2.形成評分方式：以初始架構來量化學生

的建模表現。

3.定義分析架構中各檢驗項目：形成兩個

維度中各檢驗項目的定義。

4.新增檢驗項目：調整或增加兩個維度中

的檢驗項目。

5.調整評分方式：當量化結果和質性分析

不符時，原評分方式則需調整。

6.評分標準精緻化：在解題和詮釋的子項

目中又增加一個評分維度。

詳細的步驟內容及學生反應原案說明請

參閱林福來等人（2003），表 3、4 分別是數

學思維和建模過程的編碼架構。

研究發現與討論

研究發現首先描述在本研究所提供的學

習脈絡下，足以支撐參與教師在一般教學中

融入數學建模活動的策略。接著，以研究過

程中所面臨的疑惑來說明教師與研究者間的

互動歷程，並進一步探討促進教師反思的潛

在機制為何。希望為往後創新教學知能的培

育與推廣，提供可具體實行的策略與可一般

化的啟動力。

一、支撐參與教師融入數學建模活動的

策略與成效

為提出實徵結果以突顯可支撐參與教師

在一般教學中融入數學建模活動的策略與成

效，先以小虎的內在既有經驗與外顯教學行

動間的互動為主軸，外來的支援為支線，來

說明本研究對小虎所提供的學習脈絡。本研

表 3：數學思維編碼架構

數學思維編碼 操作型定義

具體化或再具體化 在情境中操作或從數學世界回到情境中的運思。

一般化或特殊化 只探討所給資訊的特殊情形或提出可一般化的解題策略。

表徵化 使用有助於解題的符號或圖表。

抽象化 點出情境中重要的元素或結構。

類比 連結至其他類似的情境問題。

表 4：數學建模過程編碼架構

數學建模過程編碼 操作型定義

零散的想法 無關、模糊或純直覺的說明。

清楚且完整的想法 用此想法可合理解決本問題，但不一定可一般化。

用數學語言表達 用到數學概念來描述情境特徵。

解數學模式 求出數學模式的解。

詮釋數學解的意義 清楚描述數學結構與情境結構的關係。

推廣和應用至其他問題 進一步找出充分或必要條件。應用在其他非例行性問題。
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究透過瞭解教材(a)、分析教學過程(b)、分析

建模思維(d)、重擬教學介入(e) 等學習脈絡，

協助小虎累積豐富的建模教學經驗並從中發

展其建模教學知能，並藉由觀摩他人教學(c)
希望刺激小虎能夠經由對照比較而產生懷

疑；最後，小虎主動提出調整教材(f)，也表

示主導教學目標設定的角色已逐漸轉移至小

虎身上。

這些學習脈絡（如圖 1）以相互交織的

方式進行著，其共同目標是協助小虎設計數

學建模教材並進行建模教學活動，以發展小

虎的專業知能。圖中箭頭的起點是指該學習

脈絡的來源是來自於小虎的內在既有經驗、

外顯教學行動或外來的經驗與行動，箭頭的

方向是指該學習脈絡直接影響的人或事。例

如：分析建模思維(d) 被放在三個箭頭中，

它的起源有來自於小虎回顧自己做建模的問

題，此起源影響教師對建模活動的教學安

排。它的起源也有來自於觀察他人教學中學

生所呈現的建模思維，此起源可能影響教師

接下來的活動設計，所以箭頭並未明確指向

內在既有經驗或外顯教學行動。

各學習脈絡相互交織的方式有時是在同

一種脈絡中來來回回地討論與修正，有時是

在不同脈絡中以遞迴方式演化。例如：在設

計教材中也透過預測學生反應來設想實作教

學的過程，再以分析實作教學的經驗來設計

下一次的活動教材（a-b-a-b）。或是以發展建

模思維分析架構作為瞭解學生反應的活動，

再改善教材設計，並以學生在新建模活動中

的反應調整分析架構，調整後的架構又用來

作為重擬教學介入的參考（d-a-d-e）。接下來

進一步描述各學習脈絡的目標與策略，並以

教師在該脈絡中所顯現的成長作為此策略之

成效的間接證據。但是，這並不表示此成長

的面向一定符合設定的目標，也不表示此成

長只是或主要是受到該策略的影響。

(一)瞭解教材 (a)
1.目標：瞭解建模活動的內容並具備安排

建模問題的知能。

2.策略：儘可能想出不同的解法（例如：

想一想在消防局問題中，學生可能會用

哪些方式來定義距離。），提出可能的

錯誤類型，想一想應該如何適時地介入

引導學生思考。

3.成長：在活動進行中，仍發現學生許多

思考是出乎意料之外。剛開始小虎對於

研究者所提供的教材並不會作大幅度的

調整，比較著重在課本教材的相關性，

研究後期漸漸擴充到關心與學生既有經

驗的聯結性與問題引發學生思考的多樣

性。例如：研究後期的「調查法」活動

中，小虎注意到應該佈置探究性的問題

來發展學生有關條件機率的概念；也思

內在既
有經驗

外顯教
學行動

b，d，e

a，d，e，f

a-b，
c，d-e

外來的經驗與行動

圖 1：支撐教師成長學習脈絡的定位
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考到生活教育的層面，建議提高正確測

出陽性結果的機會，不然學生所推得的

測出陽性但確實染病的機會不夠高，即

使測出來是陽性結果但可以斷言真正有

的機會只是 0.6 左右，如此可能造成學

生僥倖的心理，

(二)分析教學過程 (b)
1.目標：發展執行建模活動的能力。

2.策略：透過實作教學與分析教學的活動，

製造教師反思的內容與機會（例如：回

顧搬傢俱問題的活動歷程，討論如何提

問能幫助學生理解並納入他人的想法來

改進自己的想法。）。

3.成長：小虎從高度可預測性的一般教學

中要轉換成高度測不準的建模教學過

程，除了需要加強準備相關教材內容以

應付突發性的想法，也要調整教學心態。

小虎逐漸改以教學相長的態度面對建模

教學，將教學中與學生討論過程視為自

我教學成長的一部分，而且對於建模活

動也有了更深刻的體驗。例如：從提問

方式之發展過程中，我們發現小虎在剛

開始的「波動」和「尋寶」的活動，教

學方法還是偏向教師主導的方式，在「搬

傢俱」的活動中則出現旁觀提示者的角

色。接著，在「電信局的位置」和「調

查法」的活動中，教師又分別表現出經

營管理者和有預謀的參與者的角色。使

得小虎的角色更趨多元與彈性的原因，

除了建模教學經驗的累積，這可能也和

建模活動的特性相關，「波動」和「尋

寶」都屬於局部性的建模問題比較像傳

統的擬題或解題，也是小虎熟悉的問題。

但「搬傢俱」是屬於資訊充足且結構完

整的建模活動，學生想法的多樣性已超

出事先預測的範圍，所以在教學當下小

虎即著重在幫助學生清楚表達自己的想

法以及提示想法可能存在的不合理性。

由於小虎參觀過某位教師在「設消防局」

的教學活動，在「電信局的位置」更能

順利看到聽到學生想法的關鍵點，進而

加以引導。在「調查法」的活動中，曾

有預謀地以具啟發性的方式和學生一起

討論資料的取得問題，並非直接給予哪

些資料是可取得的假設。

S：你可以問間接的問題。比如看你手上有什

麼數據哦，假如說你手上有去 PUB 的人，

每 5 個有 1 個服用搖頭丸，你只要有這個

數據，你只要問到有多少人去 PUB，這

樣就好了啊！

……
T：好，分會上的和不會上的，然後呢？

……
T：他假設他資料可以調得到，確定的。比

如說我可以知道七月份生日的幾個，這

個是不是可以確定？…如果調查不到呢？

…。

……
T：那我們現在是假設已經調查了，還是想

要去調查？

(三)觀摩他人教學 (c)
1.目標：刺激小虎調整建模教學。

2.策略：透過觀察不同背景的學生以及不

同的教學方式，來激起更多問題設計和

教學序列的討論與改變（小虎與研究者

至另一所學校觀摩某位教師進行消防局

建模活動的歷程，導致小虎提出將該活

動的情境改為電信局，以利誘導學生主

動定義距離來說明何謂最佳位置。）。

3.成長：透過一次參觀其他教師的建模教

學實作，看到不同背景的學生有不同的

思考模式（例如：「先想數學方法再探

討現實假設和意義」），或相同的反應

（例如：「都想到國中所學平均數的概
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念」），讓小虎更相信建模活動可以啟

發各種學生的多元思考，確實是一個值

得推廣的教學活動。而另一位教師不同

的教學方式，也激起小虎考慮增加使用

輔助教材或器材，以增強動機或理解的

可能性。在小虎的反思札記中也提到可

組成合作教師團隊來促進教師的成長，

但在現實的情況下尚未付諸行動。

所謂教學相長，教師除了課堂上要教學生之

外，平日教學後的一些問題若能和同事互相

討論各種教學技巧、提問的問題優劣、提問

的方法、學生的特殊想法、引導的過程所遇

到的問題等，相信也能從中獲得許多對教學

有幫助的東西。

(四)分析建模思維 (d)
1.目標：瞭解學習與思考的特徵。

2.策略：先提供初始架構，再以形成數學

建模思維定義與分析學生建模思維特徵

共同演生的方式來擬定數學建模思維的

分析模式（例如：研究者先建議將數學

建模思維分成數學思維和建模歷程兩個

維度，再討論維度中可含有哪些編碼及

編碼的定義。）。

3.成長：進行學生思維的分析討論時，大

家對於同一個學生所發表的想法各有不

同的理解，剛開始都得經過很長時間的

意見交換才得到共識。造成看法相左的

原因，可能是學生數學知識與經驗的缺

乏導致表達不清，也可能由於每個人都

慣於遵循自己的思考脈絡去解讀學生的

思考，這些原因也可以用來解釋為什麼

教師要在當下有效理解學生的發言十分

不易。由於這個分析模式中包含數學思

維與建模過程兩個向度及各向度的多個

子類別，也促使小虎反思建模表現評分

方法的缺失與建議如何改進評分方法。

若教師能採用較為開放的態度（多元的角

度）來評分，例如採用討論多寡、報告的優

劣、討論的內涵、參與的程度等來評分，相

信學生會更主動投入各種教學活動，且老師

更能清楚知道學生學到了什麼。

(五)重擬教學介入 (e)
1.目標：改善教學介入的技能。

2.策略：以分析建模思維的工具配合 Kieren
和 Pirie（1992）提出的拉回（invoca-
tive）、確認（validating）和外推（pro-
vocative）三種不同引導方式，作為重擬

介入的架構。拉回是指幫助學生回顧之

前的議題或想法，確認是讓學生說清楚

講明白，外推是激發學生想出新點子並

進一步檢驗或質疑既有的猜想。

3.成長：小虎認為一般課堂上的教學特徵

通常是老師扮演發問者的角色，而學生

扮演回答者或是聆聽者的角色。但是在

建模教學的方面，可以讓學生有機會在

發表想法之後又互相提問，並由學生自

行解釋回答同學的問題，這可以培養學

生的組織能力，現場反應能力。基於小

虎的提問方式也看出其從主導者自然轉

變成輔助者、引導者的角色。雖然小虎

知道建模教學時，在聽完學生的許多不

同意見或想法之後，要能依其想法提出

相關的問題，幫助學生自己發現思考的

盲點或錯誤，最好不要由教師直接指出

錯誤，這才能培養學生自我調整的能力，

之後學生也能漸漸從中體會習得的成就

感。但這個部分的成長尚未具體呈現，

還處於統整的狀態。

(六)主動調整 (f)
1.目標：展現專業自主。

2.策略：提供上述各學習脈絡中的策略後，

觀察小虎是否統整出自己的主張。此說

法是要表明綜合上述策略雖已構成讓教

師專業成長的條件，但未必都能促成教
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師展現專業自主的意向。

3.成長：研究的運作方式，剛開始是由研

究者先設定方向後，再由大家分工與共

同討論來完成一次又一次的子目標。在

這樣的運作方式與多樣學習的機會下，

我們期待小虎能演變成主導的角色。小

虎專業自主的表現，有研究初期自我調

整教學實作，研究中期改變活動設計，

研究後期釐清數學思維編碼的意義到主

動設定子目標。其產生影響力的面向已

從實作面跨足至理論面，其產生影響力

的角色也從執行者演變成主導者。

一開始在研究者的邀約與建議下（sug-
gestion），小虎投入了建模教學的協同行動研

究，並在各種學習脈絡的成長中分別呈現出

Dewey（1933）五種階段的反省思維：sug-
gestion（建議或其它的選擇）、 intellectu-
alization（有目的地思考）、the guiding idea（主

要想法）、reasoning（評估推論）and testing
（試驗看看）的子循環。例如：小虎對佈題

設計的考量從課本教材的相關性、問題情境

的多元性與子活動順序的流暢性，已逐漸擴

充至關心與學生既有經驗的聯結性與教材引

動學生發展建模策略的多樣性；教學方法的

使用也從主導者、偏向旁觀提示者、經營管

理者，逐漸展現偏向有預謀的參與討論者；

對學生建模思維的瞭解，也從數學解題的觀

點轉化成數學建模的思維模式。其中研究者

所提供的建模教材或建模思維分析模式即屬

suggestion，小虎的對佈題設計的考量、教學

方法的使用或學生思維的瞭解即屬 intellec-
tualization，再透過協同行動研究中的學習脈

絡進行 reasoning 和 testing，則促成小虎在各

脈絡中的成長。在下一節的 (一)教師與研究

者參與建模教學的互動歷程中，將透過疑惑

的產生和排除來呈現小虎的 reasoning 和

testing。

檢視小虎在設計佈題、實作教學與擬定

建模思維分析模式的成長後，也驗證提供教

材資源有助於建立小虎實作的信心，利用觀

摩其他教師的教學可突破其反思的侷限，而

開放討論數學建模思維的分析模式也激發小

虎設計新的教學活動。這些不同的學習與實

作經驗，包含發展建模教材與分析學生建模

思維，增長了小虎在數學建模中所需的建模

教學知識，也透過一次又一次的教學與反思

行動，尤其是教學互動中提問方式的改變，

提昇了小虎的建模教學執行力，漸漸小虎對

於如何調整教材以配合學生的學習與數學建

模的教學也形成自己的主張。

二、促進參與教師反思的潛在機制

本研究除了依據小虎在學習脈絡中的支

撐策略下所顯現的成長外，也試著從「解惑」

觀點詮釋研究者與小虎的互動歷程，作為深

入探討促進小虎反思的潛在機制的基礎。

(一)教師與研究者參與建模教學的互動歷
程：疑惑的產生與排除

雖然產生疑惑並不一定造成認知衝突，

但已是教師進行反思的開端；所以本研究就

以產生疑惑和解除疑惑的觀點來分析小虎與

研究者的互動歷程，藉以突顯在此過程中可

能促進教師反思的潛在機制。

1.與設計活動相關的疑惑之產生與排除

(1)疑惑的產生：在進行調查法的活動

時，發現有些學生剛開始顯得興趣缺

缺，但到進行第三個問題時，卻像換

個人似的積極投入討論。這引起我們

懷疑哪一種建模問題的安排程序：漸

進式（始於易）或逆向式（始於難），

才是有利於學習的呈現方式。依據小

虎固有的經驗，由易至難的引導總被

認為是較好的教學模式（小虎的 rea-
soning）。但經過這次的教學實作（小
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虎的 testing），小虎認為學生的反應

似乎顯示有挑戰性的問題更能引起學

生的興趣，不一定要拘泥於過去的引

導形式。另一方面，研究者也進一步

提供可以依照學生的學習風格來考量

的建議，如果是喜歡挑戰的學生可採

用先給難題再引導的逆向式；如果是

喜歡安全支持的學生則可採用漸進引

導的方式。

(2)疑惑的排除：接著在研究的後半年試

圖從各次的建模活動中形成共通性的

架構與原則時，我們進一步討論三種

類型的搬傢俱活動的難易程度。我們

都同意判斷搬動 1 × 2 的傢俱是否可

以轉到相鄰的位置上且面向同一方向

對學生而言是最容易的，因為學生可

透過幾次的操作來找到一組可行的解

（共同的 reasoning）。但在搬動 1 × 1
的傢俱時，不一定能夠說出為什麼 1 ×
1 是無法轉到相鄰的位置上且面向同

一方向。當然此問題需要將傢俱的轉

動抽象化成點的移動，並一般化成多

次移動的組合，兩者都需要更高階的

思考層次，所以搬傢俱活動也可分為

三個由易到難的程度：1 × 2、1 × 1、
m × n。

(3)改變：討論 1 × 1、1 × 2 和 m × n 問

題的安排程序時，小虎基於建模教學

經驗中和反思時的體驗，也希望依照

學生的學習風格和背景知識來考量佈

題的先後順序，而提出如果是中上程

度的高中生或許可以從 1 × 1 開始，

如果是中下程度的高中生或許可以從

1 × 2 開始。

(4)猜測啟動改變的原因：教學實作加上

討論與對照不同觀點的「體驗」後，

自然增加思考的廣度，不僅區分問題

的難度也考量學生的學習風格。

2.與教學實作相關的疑惑之產生與排除

(1)疑惑的產生：「消防局活動」與「電

信局活動」的教學現場中，學生呈現

出來兩種不同的思維方式：部分學生

是在沒有確切現實目標的情況下，找

出一種設地點的數學方法作為解（如

原案 4-4-1：…，把 X 坐標平均，Y
坐標也平均，這樣子的話，會找到一

個點…），若有餘力再詮釋此種解法

對應在現實上的意義與優點（如原案

4-4-4：我後來發覺了啊!…，它（算

數平均數）會靠越密集的地方越近，

越不密集的地方越遠，…，它是風

險!）；部分學生則選擇先設定一個

現實中的目標，再想一個設地點的方

法以解決此問題（如原案 5-1-1：現

在要架設這個東西的好處的話，現在

就是想，他如何架設線路比較省，…，

我可以把這所有需要線路的區域的座

標加起來，然後除以那個總數…）。

學生所採的思維方式會受到教師引導

的影響，因此，對於教學實作時該引

導學生採用何種思維方式曾有一番討

論。剛開始小虎直覺地認為「解題→
詮釋→釐清目標」的方式似乎是比較

盲目且不嚴謹的，因此主張應該將學

生引導至「設定目標→形成模式→解

題」的思維方式（小虎的 reasoning)，
也就是將教學活動分為兩階段：先請

學生明確指出目標（如：希望總距離

最小、最遠距離最小……等），依不

同目標的詮釋來形成其對應的數學模

式並解題；但研究者認為或許可採取

比較開放的態度，不如讓學生自由解

題後，再藉由探討此數學解的情境意

義來釐清潛在的對應目標。



楊凱琳  林福來534

(2)疑惑的排除：研究者和小虎共同回顧

某位教師實作數學建模教學觀摩過程

（共同的 testing），其學生所呈現的

反應類型，依此設想學生既有的數學

知識和思考模式，討論在哪種情況下

該用什麼教學方式，及這兩種方式下

教師該扮演的角色。

(3)改變：經過討論之後，小虎和研究者

均達到共識，兩種思維方式各有優缺

點。小虎也認為若限定採用「設定目

標→形成模式→解題」的思維方式，

可能導致學生因目標難以釐清或過於

多樣化，而難以形成模式。所以在教

學實作中可開放多元的思維方式，再

引導學生交替使用這兩種方法：當學

生採用「解題→詮釋→釐清目標」的

方法時，則引導學生提出此解法對應

情境的優缺點，並就其詮釋的意義修

正原先提出來的解法，使之更貼近詮

釋意義的目標；若學生採用「設定目

標→形成模式→解題」的方法時，除

了協助學生找出解法外，如果學生在

解題遭遇困難時，也可提示他先簡化

目標的條件或情境來找出合適的解

法。

(4)猜測啟動改變的原因：當研究者提出

「是什麼原因能引發學生各種不同想

法」的問題時，小虎回顧自己調整的

「電信局活動」與觀摩其他教師實作

的「消防局活動」，經由反覆對照比

較學生的反應與教師的教學後（即對

照不同觀點的「體驗」後），其中一

點感想即是「可能是在消防局的活動

中，教師未企圖引導學生朝向既定的

數學模式，所以才能引動學生從平均

數或找重心等數學方法來詮釋此現實

情境」。另外，我們剛接觸此題目時，

為了比較不同距離的定義方式下最小

化最遠距離的方法，也是經過多次的

討論才得到適切的答案，更遑論數學

背景較薄弱的高中學生，因此贊同不

一定必須先引導學生去設定目標。也

就是說，小虎透過自己做建模的經驗

來「同理化」學生的建模過程，而調

整了原始單向引導的主張。

3.與建模思維相關的疑惑之產生與排除

(1)疑惑的產生：研究者認為以一個初始

的架構作為分析起點，此架構主要先

定出兩個向度  數學思維以及理論

上的數學建模過程，以四種思維和四

個子歷程作為分析數學建模思維的初

始架構，再經由分析學生的反應，一

方面明確化不同思維和不同歷程的意

義，一方面調整兩個向度的元素。而

小虎認為應該先把架構中不同思維和

不同歷程的意義定義清楚，再來分析

學生的反應才有效率(小虎的 reason-
ing)。

(2)疑惑的排除：研究者先從文獻中找到

一些對於不同思維和不同歷程的描

述，再舉一些例子讓小虎瞭解此初始

架構的暫定意義，依此作為溝通的基

礎也有利於往後分析學生的反應。而

小虎也嘗試以此初始架構來分析學生

的反應，並主動補充或調整不同思維

的意義（小虎的 testing）。例如：學

生在討論設計消防局的最佳位置時，

提出：

“上面就是很多點嘛!大

概有十二點，就我們先看

上面的四個圖啊!我們就

可以大概找出它們的最

“中”點在那裡!!……，

所以只能找出中點，然後
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再將這四個點連起來，就再造成另外一個四

邊形，然後再把中垂線給找出來，然後點出

交點，大概就是消防局的位置!這樣畫的話，

到所有頂點的距離，其實都會差不多。”

而小虎分析此原案時，認為「只有畫線

未在表徵上有所轉變」不算是表徵化，進一

步討論與比較不同的原案後，我們將表徵化

的定義從「有用到簡化的記號、圖表或式子」

修改為「使用有助於進一步運算的記號、圖

表或式子」。

(3)改變：研究者發現過度模糊的架構不

利於有效的溝通，也有礙於教師對於

現象的瞭解；所以必須提供有點模糊

但又有感覺的初始架構作為一個可供

調整的參考點。有了共同的目標（瞭

解學生的思考方式）與具體的經驗（學

生的反應），儘管剛開始討論時彼此

的用詞並不明確，但也因此增加反思

的機會，最後不僅明確化各項目的定

義，也把分析架構的數學思維擴充出

類比這個項目。

(4)猜測啟動改變的原因：小虎在定義化

的過程中，由於對於數學建模思維的

分析架構之「不確定感」，必須透過

假設與檢驗的過程來形成分析架構元

素的定義。如此，既能加深小虎對於

學生認知的瞭解，也可增加其活用評

量工具的可能性。

(二)促進教師反思的潛在機制
在研究初期小虎即想要以學生為中心，

小虎基於既有的教學經驗認為這是很重要的

也應該要落實的，但是其落實的方式是透過

瞭解哪些概念對學生而言是較抽象難懂的，

那麼必須在講解這些概念時特別地思考學生

可能難以理解的部分來補充說明。所以，研

究者稱小虎此時只是抱持一種「以學生為中

心」的擬信念。此說法是類比 Vygotsky 的擬

概念（pseudo-concept），是指教師以某個詞

表達個人的教學意象，並且也使用這個詞與

他人互相溝通自己的教學方式。但是從理論

的觀點來看，教師並未真正抱持這個詞所蘊

涵的信念。Pedersen 和 Liu（2003）在探討

教師對「以學生為中心」所下的定義時，發

現有些教師認為基於學生的背景來設計教學

就是以學生為中心的意義，而小虎的想法也

與此類似。

小虎知道以學生為中心的考量是重要

的，可是在教學中不見得能具體實踐。此現

象除了受限於課程的進度壓力外，主要也是

對於何謂以學生為中心未有深刻的體認。但

是，小虎在體驗與收集一次又一次的事件

後，不僅增強了其思考的廣度（例如：問題

的難度、學生的學習風格、建模思考的元

素。）和深度（例如：學生的數學建模思維、

從學生的思維來設想數學建模過程。），也

真能影響其往後的教學行動。例如：從與活

動設計相關的疑惑之產生與排除中，小虎如

何解釋學生的反應確實顯示出其考量的主體

已轉移至學生身上。此外，最後在反芻「什

麼是數學建模」時，小虎也是自發地從學生

的角度來思考此問題。

數學建模主要讓學生體驗多面向的思考，在

教學的過程中是以學生為中心，不同於以往

著重在教師的教材統整、呈現方式與表達能

力。而是需要由教師去傾聽學生的想法，再

引導學生統整改善自己的想法。

促使小虎在經由實際的建模教學經驗以

及共同分析解釋學生的反應後，能夠在往後

的活動設計中實踐「以學生為中心」的改變

歷程之關鍵機制即是「雙重體驗為憑的交

流」。也就是說，有兩種類型的體驗是缺一

不可的。一種是自我實作的體驗，另一種是

反思自我或他人實作的體驗。前者經由教學

行動來呈現教師「以學生為中心」的擬信念，
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後者則是透過對照和比較不同的體驗來擴充

擬信念的內涵，或是經由檢討與擬信念相衝

突的事例來反思活動設計的多元性；由於這

兩種體驗讓小虎能夠主動地提出依學生的反

應來調整建模活動的安排。如果缺少自我實

作的體驗，小虎只能透過反思他人實作來論

述建模活動的優缺點，可能削弱小虎因衝突

或比較而改變行為的可能性。如果只有例行

性的實作而缺乏反思的部分，則在這一年半

中可能觀察不到小虎對「以學生為中心」的

改變。雖然該研究限於時間與觀摩教師的配

合意願，小虎只觀摩過一位對建模也不熟悉

的教師進行建模教學，但在「雙重體驗為憑

的交流」中仍可提供教師豐富的資源平台，

讓小虎比較容易主動提取不同資源來對照自

己和學生的建模經驗。

小虎在與教學實作相關的疑惑之產生與

排除中，開始質疑原先對學生建模過程的認

識，是否需要僅依循先釐清目標、形成模式

再進行解題與解釋的模式？難道學生先解題

後，再依據學生的想法來引導詮釋與釐清目

標就不好嗎？研究者想藉此機會建議小虎思

考在介入時何謂依照學生的想法來引導，希

望讓小虎從啟發介入再擴充出思維模式介

入，前者著重在啟發思考問題、方法或解答

的合理性與有效性，後者從後設認知的功能

切入來引導學生監控與調整自己的思維。雖

然小虎尚未發展至以思維模式介入的階段，

但因反思自己建模經驗的監控與調整過程，

而對於學生的建模過程模式產生「同理心」

效應（Rogers, 1964），應該有助於鞏固或深

化小虎當下「以學生為中心」的擬信念；也

就是說，以學生為中心對教師的重要性更為

增強，但未必在行動上也能展現符合該信念

的教學行為。如果小虎只具有自己從事建模

活動的經驗，但缺乏將此經驗類比到學生的

建模過程中，那麼即喪失產生「同理心的投

射」機會，而無法有彈性地破除「設定目標

→形成模式→解題」單向引導的堅持。至於

還需要透過什麼樣的機制，才能幫助小虎能

到達思維模式介入的階段，仍有待進一步的

研究來回答。

在與建模思維相關的疑惑之產生與排除

中，小虎原設想以數學結構的模式：先釐清

定義再進行解題，來分析學生數學建模思維

的特徵，但研究者提出數學建模思維的定義

應該也是一個需要探究的問題，建議不妨考

慮以形成建模思維的定義與分析學生建模思

維特徵共同演化（下定義歷程）的方式進行

分析。並與小虎討論兩種不同方式獲取定義

的優缺點，最後總結共同演化不僅可以避免

遺失台灣學生可能特有的思維方式，也有助

於小虎深入瞭解學生的思考而強化其對此分

析模式的可應用力與可調整力。或許是小虎

與研究者共同面臨「什麼是數學建模思維」

的不確定性，不僅讓小虎能夠體驗研究中建

構意義的歷程，也因此讓小虎在分析數學建

模思維的過程中自主地發揮影響力。在對於

數學建模思維意義之「不確定感的激發」下，

透過假設檢驗的探索過程發展出建模思維的

分析模式。如果缺少了這種不確定感，也就

是改由依照研究者提供的架構來分析學生的

思維，如此即失去激發小虎透過意義建構來

理解數學建模思維的催化劑，而小虎很可能

需要更久的時間才能瞭解學生的建模思維。

綜上所述，「雙重體驗為憑的交流」、「同

理心的投射」和「不確定感的激發」被認定

為促進教師反思成長的關鍵機制，而啟動這

些機制運作的共通特徵即是：製造不同的經

驗來產生疑惑感，並透過排解疑惑感來啟動

教師的反思需求與改變。從小虎在研究後期

對談中所表達的意思，

不可否認的，每個人都曾因慣於遵循自己的

思考脈絡而造成誤解，這也顯示出個人的背
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景或預設想法確實會對訊息接收產生很大的

影響。將之對應至教學現場，則突顯出教師

要在第一時間，正確理解學生的發言是十分

不容易的，但誤解所導致的錯誤介入卻可能

扼殺許多原創性的想法。因此，課前的準備

固然是非常重要的，但實際進行建模活動教

學時，就必須將自己盡量放空，沒有任何立

場的聽取學生的發言，才能快速的融入學生

的想法，提供學生更適切的協助。而活動後

的分析也是準備下一次活動的重要任務之

一。

可知其「以學生為中心」的想法已深化

為「行動前準備、行動中放空、行動後反思」

的層次。因此，在「雙重體驗為憑的交流」、

「同理心的投射」與「不確定感的激發」等

潛在機制的作用下，除了發展小虎的數學建

模教學知能，對於其「以學生為中心」的信

念也產生影響。

建    議

是什麼樣的學習歷程促成參與教師的改

變？不是因為參與教師一開始就很清楚數學

建模教與學的目標，也不是因為事先已設計

周全的計畫，而是透過多次的設計活動、分

析實作教學與學生思維的互動歷程中，可以

累積具體的經驗、調整共同的目標、對照不

同的觀點以及回顧做建模或進行教學的過

程，而帶來足以啟動與支撐不斷反思的力

量。在「雙重體驗為憑的交流」中可以提供

教師豐富的資源平台，提取不同資源來對照

自己和學生的建模經驗或是自己和他人的教

學方式；同時經由「同理心的投射」，可以

促使教師的提問方式有所精進；配合「不確

定感的激發」，除了讓教師能依據學生的思

考特徵設計新的教學活動，也能設想如何結

合學生不同的想法與抉擇介入的時間。這些

機制的共同特點是讓教師對教或學產生疑惑

感，並能進一步解決問題以排除疑惑。

建模活動的問題不同一般的數學課本的

練習題，所以在高中數學教學融入建模活動

時，首要先有相關的建模問題讓教師參考，

再逐漸擴展教師設計教材的考量層面：以課

本教材的相關性為主、反思問題情境與順序

的流暢性、關心與學生既有經驗的聯結性與

問題的多樣發展性。在教學方法的調適上，

除了注意提問方式的改進，教師也可能需要

經歷主導者、偏向旁觀提示者、經營管理者

與偏向有預謀的參與討論者等角色。對認知

與學習的瞭解，可提供教師未完善的定義作

為分析學生建模表現的架構，以增加教師教

學反思與改進的機會。

如果未來的研究朝向數學建模教與學的

推廣時，本研究建議除了本文提出足以支撐

教師專業發展的策略外，也可參考促進反思

的潛在機制：「雙重體驗為憑的交流」、「同

理心的投射」和「不確定感的激發」，針對

不同教師的學習特質來設想其他可能有效的

策略。例如可以進一步思考下列的問題：(1)
雖然從擬信念發展至真正可落實的信念，猶

如擬概念發展成科學概念般，並不一定只能

依賴認知衝突也可能透過多重的對照比較來

擴充擬信念的內涵來達成。但是，究竟充實

何種經驗與如何充實才能讓教師有雙重體驗

的交流機會？(2)同樣地，雖然我們已經察覺

同理心是幫助教師瞭解學生學習特徵的潛在

機制之一，但是以什麼樣的脈絡和工作需求

才能有效地促進教師能以同理心的方式來瞭

解學生的學習特徵？(3)在什麼條件下，協同

行動研究可以更有利於教師的專業成長？本

研究對未來的期許是：希望教師透過不斷體

驗設計教材、分析教學與學習的過程，不僅

能以數學結構評價數學學習也能以同理學習

數學者的心智來欣賞數學，進而把專業成長
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關注的焦點從反思的實作者轉變成經驗豐富

的理論家。
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附錄一  數學建模活動概述

        活動名稱

特徵
波動 尋寶 搬傢俱

消防局

（電信局）
調查法

相關的數學

學習內容
三角函數 複數 座標、向量 幾何、函數 統計、機率

問題概述

下 列 這 個 波

形，你認為可

以用三角函數

的組合或變換

來表示嗎？最

少要多少種三

角函數(圖形或

符號表徵)的組

合或變換，才

能表示所有的

三角函數？

有一張藏寶圖

的內容如下：

（略）。當你

到達荒島時發

現 絞 架 不 見

了，這樣可以

找到寶藏嗎？

你還可能會遇

到什麼問題，

讓你無法順利

地找到寶藏？

一個非常重的

家 俱 需 要 搬

動，此家俱的

底面是方形 1 ×
1。沿著其任意

一個角轉動 90
度，轉了幾次

後它能夠被搬

到和起始位置

相鄰的位置並

且面向同一方

向嗎？

地圖上是新興

都市的道路相

關位置，若現

在要設置一消

防 隊 ／ 電 信

局，那麼應該

設在哪？

如果教官想要

得知學生曾服

用搖頭丸的人

數，直接請學

生回答，可能

無法反應真實

的情形。當他

從台北市的高

中生抽出 1000
位之後，你會

建 議 他 怎 麼

做？

情境分析

以圖形或代數

式的思考(數學

世界)，體驗數

學可由少數元

素來生成複雜

結果的功能。

先視覺化文字

的資訊（非數

學世界），再

協調抽象複數

符號與圖形間

的關係。運用

數學工具來臆

測與檢驗。

簡化椅子與轉

動現象（非數

學世界）並抽

象化成點、點

的移動和進一

步的移動（數

學世界）。瞭

解點具有表示

位置和保留方

向的意義。

詮釋最佳位置

的意義（非數

學世界），並

定義距離（數

學世界）。協

調最佳位置與

不同定義下的

距離。

評估容易取得

的資訊是什麼

（ 非 數 學 世

界），提出可

估計比例的模

式 （ 數 學 世

界），在情境

中檢視模式的

適用性。
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Exploring the Scaffolding Strategies of Inserting
Mathematical Modeling into Teaching of Secondary

Mathematics and the Latent Mechanism of
Promoting Teachers’ Reflection

Kai-Lin Yang1 and Fou-Lai Lin2
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Abstract

This paper reports on how the researchers assisted a senior high school teacher to insert ma-
thematical modeling into his teaching in the context of time and content constraints. The paper ex-
amines the effects of the teaching strategies as well as the latent mechanism of promoting teachers’
reflection in terms of the “solving doubt” theory. During the research process of one and half years,
one researcher collaborated with the participating teacher with aim of helping this teacher overcome
obstacles in teaching mathematical modeling. Subsequently, both researchers interpreted the data from
this process. The teacher’s growth during the participating process was demonstrated by (a) teaching
materials: consideration of the relevance of textbooks, the diversity of problem situations, movement
from the fluency of sequential activities to consideration for the association with students’ experience
and the variety of students’ modeling strategies initiated by the teaching material; (b) teaching method:
playing the leading role in the beginning, the hinting and observing role, the managing role followed
by the premeditating and discussing role; (c) students’ modeling thought: changing the perspective
from problem solving to mathematical modeling. After examining the teacher’s growth under each
learning context, it is confirmed that providing the source of teaching material is helpful in es-
tablishing the teachers’ confidence, inspecting and learning from another teacher’s teaching can break
through the limitation of teachers’ reflection, and openly discussing the analysis framework of stu-
dents’ modeling thought encourages teachers to design new activities. This paper provides educators
or teachers with new strategies for professional development in practice. This analysis of the latent
mechanism underlying this teacher’s reflection may help educators elaborate the process of pro-
fessional development.

Key words: Mathematical Modeling, Teachers’ Professional Development, Mechanism of Reflection


